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المقدمة 


المقدمة 

كان الجبر الحديث ولا بزال واحداً من آهم مواضيع الرياضيات الأساسية 
وتعد نظریة الزمر احد فروع ال جمبر الحديث الهمة ليس لطلبة الرياضيات حسب 
وإنما للتخصصات العلمية الأخرى كالفيزياء والكيمياء وغيرهاء وازدادت تلك 
الأهمية خصوصاً بعد ستينيات القرن العشرين نظراً لتوسع استخداماتها العلمية. 

لقد جاء تاليف هذا الكتاب» الذي يعد منهجياً لطلبة الصفوف الثالثة والرابسة 
في كليات التربية والعلوم ومساعداً لطلبة الفيزياء والكيمياء الذين يدرسون تطبيقات 
نظرية الزمر ویعتبر مصدراً لا غنى عنه لطلبة الدراسات العليا في الریاضیات: حصبلة 
خبرة وتجربة طويلة في تدريس هلا ا موضوع. 

لقد أخذت بنظر الاعتبار ضرورة تسهيل وتبسيط الأفكار الواردة فيه من خلال 
طرح هله الأفكار بشکل مسهب ومتسلسل وإعطاء أمثلة متنوعة وأسئلة كذلك وعدد 
كبير من المبرهنات والنتائج. 

يتالف هذا الكتاب من ستة فصولء بعد الفصل الأول مقدمة للزمرة وهو 
بجتوي على آمثلة كثيرة وكل مشال منها بشل اتجاهاً مهما في الزمر يختلف في 
دراسته عن المثال الآخر. والفصل الثاني سنسلط فيه الضوء على الزمر الجزئية 
Ul‏ الفصل الثالث فيبحث في نوع من الزمر المهسة هي الزمر السويةء الفصل 
al‏ يتضمن التشاكلات الزمرية ومبرهناتها الأساسية. آما زمر الترتیسات فقد 
تمت دراستها في الفصل الخامس. واخيراً تضمن الفصل السادس دراسة الزمر 
السيلوفية من اللمط -< ,م عدد أولي. 


القدمة 
ولا بسعني في هذه القدمة الموجزة إلا أن آشکر الابن العزيز زياد طارق عبد 
الأمير على جهوده القيمة بإدخال التصحیحات اللازمة في النسخة النهائية للكتاب» 
كما واشكر كلية العللوم وجامعة صنعاء والعاملين فيهما على حسن رعايتهم 
وترحيبهم. 
Leet‏ آمل أن نكون قد وفقنا في تقديم هذا الجهد المتواضع لطلبتنا الأعزاء 
وزملائي أعضاء الهيئة التدريسية والمكتبة العربية. 


والله الموفق 


الولف 
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الفصل الاول 


مفاهيم عامة 


1-1 زمرة البواقي 
1-2 زمرة الصفوفات 
1-3 زمرة التناظر 
1-4 الزمرة الدورية 
تمارين محلولة 
تمارين القصل الأول 


مفاهیم عامة 


الفصل الأول 
مفاهیم عامة 
یهدف هذا الفصل إلى دراسة الفاهیم الأساسية لواحدة من الواضیع الهمة في 
الجبر الحديث» هي نظرية الزمر. 


تعریف(1-1) 
ا جموعة غير الخالية © مع عملية ثنائیة (*) معرفة علیها تسمی زمرة إذا تحققت 
الشروط التالية: 
1 لكل 6ء بد فان 2-* حيث 26 (هذا الشرط يسمى شرط 
الانغلاق)۔ 
2 لکل 0 x,‏ فان ۰۳*۷2۷ (هذا الشرط يسمى شرط 
التجمیع). 


3 پوجد في © عنصر یسمی العنصر ا حایدہ يرمز له © أو 1» جيث پتحفق الشرط 
التالي: 
لكل 0ع ين فان ×-×٭1ءا۶×ء 

4 لكل ٥ء‏ × يوجد عنصر "× في 0 بحيث: 
xx x Te =1‏ (هذا الشرط يسمى شرط الانعكاس). 

ملاحظات 

أ. أحياناً تکتب الزمرة 6 مع العملية (*) المعرفة عليها بالشكل (* ,6) خلال 

هلا OES‏ ستكتب 8 بدلاً من (* AG,‏ 
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الفصل الأول 
ب. إذا كانت العملية هي عملية جع فإندا ستکتب (+) بدلاً من (*). أما إذا 
كانت العملية هي عملية ضرب فإننا ستكتب (.) بدلاً سن (*) وللبساطة 
نكتب xy‏ بدلا من XY‏ 
ج. إذا كانت العملية الثنائية هي جمع نرمز للعنصر ا حاید بالرمز 0 وللمعکوس 
بالرمز (*-) لکل 0 . آما إذا كانت العملية الثائبة هي ضرب فإننا 
ٹرمز للعنصر ا حاید بالرمز! وللمعکوس بالرمز "×. 
د. خلال هذا الکتاب سنستخدم العملية الثنائية من جهة الیمین. 
مثال (1) 
مجموعة الأعداد الصحيحة 2 مع عملية ا جمع تكن زمرة لأنها عفن شروط 
الزمرق لکن 2 مع عملية الضرب ليست زمرة وذلك لأن شرط العکوس لا 
یتحقق۔ برهن ذلك. 
1-1 زمرة البواقي 
لتكن 2 = G‏ جموعة الأعداد الصحيحة. نختار أي عدد منتهي مثل 1<ھ 
حيث meZ‏ يقال للعددين اوه في Lgl G‏ متطابقان قياس 2 إذا تحققت العلاقة 


التالیة: 

x-y=mk تقسم الفرق بين العددين لو بمعنی آخخرء‎ m وتقرأ‎ m{(x-y) 
keZ حيث‎ 

أو 

10 قوم ممع وموم ممم عتممو ممم مم وموم ممم ممم ول ووم لولم گلت5+ لق دير 


نرمز لعلاقة التطابق بالشکل التالي: 
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مفاهیم عامة 


x= y (modulus m) 


وتقرأ x‏ یطابق y‏ قياس om‏ 
ملاحظة 
علاقة التطابق هي علاقة تكافؤية لأنها حقق الشروط الثلائة انعكاسية 
وتناظرية وانتقالية. 
1. الانعكاس: كل عنصر × في G‏ يطابق نفسه أي يجب أن نبرهن (0) > . 
بمعنى آخر: o=mk‏ 


وبا أن العلاقة آعلاه هي صحیحة عندما 0= k‏ وما أن 2عه فان .x=x(m)‏ 


iv 


التناظر: إذا كانت (ص) ر = × Of‏ (ه) > . 

با آن y(n)‏ = × بالفرض. 

kez حيث‎ x-y=mk, فان‎ 

نضرب طرفي العلاقة في (1-) نحصل على OD‏ جیع الرموز هي صداد صحیحة 
في 2) (k-)ص‏ = عدر 

آي: y-x=mk,‏ حيث =k eZ‏ بل 

معنی آخر: m]y—x‏ 

ومن هذا نستنتج أن (0) <دلا. 

3. انتقالیة: إذا كان yez(m)y x=y(m)‏ فان (00 2 5 . 


الفصل الأول 
ما x=y(m) of‏ فان +۷ (بالفرض) 
و y=z(m)‏ فان "لد×+>× (بالفرض). 
إذن بالتعویض: x=ytmk’=z+mk"+ mk’‏ 
+k)‏ 0 +2 > × 
x = z+ mk,‏ (حیث k,=k"+k'‏ و ,62 وط) 


x-z=mk, أو‎ x =z+mk, 
x=z(m) إذن:‎ 

ما كانت علاقة التطابق تحقق الشروط الثلاث فانها تسمی علاقة تكافؤية وعند 
تشغیلها على 2 فإنها ستوزع الأعداد في 2 السالية والوجبة إلى صفوف تسمی 
صفوف التطابق. 

ولتوضيح ذلك نأاخذ 2- هه إذن 0 یط ابق نفسه قياس 2 وذلك OF‏ 
0-0-2 وعند اختیار ۲-0 فان الطرف الأيمن يساوي الطرف الأيسر. اي أن 
(2) 0 = 0. آما العدد 1 فیطاپق نفسه OF‏ ,1-1-21 وهذه صحيحة عندما 0=). 
لاحظ أن الواحد لا بطابق الصفر OF‏ ,1-0-26 لا يتحقق لكل قیم کا في 2. 
العدد 2 پطابق الصفر ولا یطابق 1. 

خلاصة القول فان Be‏ التطابق عندما تعمل على 2 فانها ستوزع الأعداد في 
2 إلى صفين» الصف الأول یتضمن الأعداد الزوجية السالبة والوجبة التي تطابق 
العدد (0) LT‏ الصف الثاني الذي يحوي على الأعداد الفردية السالبة والوجبة فیطابق 
العدد (1) أي آننا حصلنا على ا جموعة [[0[,]1]) وفي بعض الأحيان نکتبها (0,1) 
وللسهولة سنرمز مذ ا جموعة بالرمز (0,1) = و 


-16- 


مفاهيم عامة 


هله ا جموعة 2 تشکل زمرة تحت عملية الجمع لأنها تحقق شروط الزسرة 
الاربعة. حيث آن الائغلاق متحقق oF‏ (200 1+12 وهكذا الأعداد الأخرى» 
وكذلك شرط التجمیع. آما العنصر ا حاید فهو 0. واخبراً معكوس 1 هو نفسه لأن 
11-0 
]03 :2 زمرة عدد عناصرها 2 وتسمی زمرة البواقي التي عدد عناصرها 2. 
تفرض 3= ١ء‏ باعتصاد نفس الأسلوب كما في 22-2 سنحصل على 
الصفوف التالية: 
الصف 0 والأعداد المتطابقة معه هي 6,3 ,9 ,... ,3- یک و9 ,... 
الصف 1 والأعداد المتطابقة معه هي 4 ,7 ,10 ر... ,5 ,8- ,... 
الصف 2 والأعداد المتطابقة معه هي 5,2 ,8 .... ,4 ween Ta‏ 
إذن مجموعة البواقي التي حصل عليها عندما 3= "هي 
Z, = {0,1,2}‏ 
هذه ا جموعة تشكل زمرة لأنها حقق شروط الزمرة وهي: 
1. الانغلاق: (1+3=4=1)3 والعدد 162 
(0)3 = 6 = 3+3 والعدد €7 0 
وهکذا بقیة العناصر. 
2 العنصر ا حاید هو 0 (حقق ذلك). 
3. العکوس: معکوس 1 هو العدد 2 ومعکوس 3 هو 1 لأن: 
(3) 20 1-3 +22 1+2 
إذن: د2 زمرة. 
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الفصل الأول 
بصورة عامة إذا کان العدد الثابت 1< "¬ عدد منتهي فان صفوف البوافي هي: 


ولإثبات م2 زمرة يجب أن حقق الشروط الأربعة للزمرة وهي: 

1. الانغلاق: بما ان جع اي عنصرین (عددين) في ,7 هو عنصر في Zn‏ للا فان 
شرط الانغلاق متحقق. 

2 التجميع: متحقق (ما هو السبب). 

العنصر ا حاید هو 0 لأنه يحقق العلاقة لکل ,62× فان .x×+0=0+×=×‏ 

4 العکوس: العنصر 1 معکوسة 1-< 209 


(m-1+1=m-1+1=m=0(m) 


we 


ومعكوس 2 هو 22-2 لأن: 
(ص (m-2)+2=m=0‏ 
وهكذا بقیة العناصر. 
إذن: م2 زمرة تسمى زمرة البواقي. 
1-2 زمرة المصفوفات General linear Group‏ 


نفترض Mig‏ مجموعة جميع المصفوفات سعة 2 عناصرها 0 أو 1 رحددها 
يساوي 1ء Leb‏ هذه الشروط بنظر الاعتبار فان 


e JHE JF Ke HO IHG 71 
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ا جموعة May‏ تشكل زمرة تحت عملية الضرب 209 


1. الانغلاق: 
Vey‏ ود 
رق yl‏ 


1 ۱۱ 
سام( ماه 


وهکذا بقية الصفوفات إذن شرط الانغلاق متحقق. 


ید 


. التجمیع متحقق (السبب؟). 


مرس( لد 
1 ) 


إذن شرط ا حاید متحقق. 


ديا 


وهكذا بقية العناصر. 


1 
1 


معکوس نفسه انا العناصر ) 


الاخر. 
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مقاهيم عامة 


الفصل الأول 
إذن Maz‏ هي زمرة هذه الزمر تسمى الزمرة ا خطیة العامة ذي البعد 2 على 
حقل عناصره صفر وواحد: وتكتب بالرمز: 


GL(2,2) 


البعد (سعة المصفوفة) 
عدد عناصر ا حقل 


وبصورة عامة إذا كان بعد الصفوفة 1 وعدد عناصر ال حقل هو 4 فإن الزمرة 
الخطیة العامة تکتب: 


و 
البعد (سعة المصفرفة (nxn‏ 
عدد عناصر الحقل النتهي 
ملاحظة 
عند تثبيت 9 ونغير 1 سنحصل على الزمر التالية: 
GL=(4,9), GLG,q, GLAD‏ وه 
وعند تثبيث 10 وتغيير 0 فإئنا ستحصل على عدد كبير من الزمر مثلاً: 
wy GL(2,2°), GLQ,27), GLQ,2)‏ 
GLQ,3*), GL2,3?), GL(Q,3)‏ , 
way GLQ,5°), GL(2,5?), GL(2,5)‏ 
رهکذا. 
ملاحظة 
عدد عناصر الحقل النتهي هو q=P"‏ حيث ۲ عدد أولي (ستتتطرق لموضوع 
الحقول في الرحلة الرابعة عند دراسة نظرية الحلقات). 


ادرس الزمرة )3,2( GL‏ 
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مفاهیم عامة 
1-3 زمرة التناظر Symmetric Group‏ 
لتكون (1,2,....0) = × مجموعة منتهية من الأعداد الصحبحة الوجبة. الترتيبة 
(permutation)‏ التي تعمل على X‏ وتعيد ترتيب آعدادها (عناصرها) هي دالة ؟ 
معرفة بالشكل × + 6:7 حيث ؟ متباینة وشاملة. 
لنفرض (1,2,3) = ۰2 عليه فان جموعة الترتيبات التي توثر على × هي: 


1 2 3۱ (1 2 3) f1 2 3) 1 2 3) 1 2 LES 
ال لا ال لا‎ vole طط ا اط 2 ما اط طط‎ YY 
۱ 2 3) ۱1 3 2 3 2 1( (2 1 3 2.3 1۱3۵۰ 1 2 
وتسمی مجموعة‎ Ss ولا یوجد أي احتمال آخرء نرمز له ا جموعة بالرمز‎ 


الترتیبات التي تؤثر على ثلاث آعداد. 
إذن :5 زمرة لانها تحقق شروط الزعرة. 


1. الانغلاق: 
3 2 1 3 2 1 
تكن إل پ orale‏ إل + لدع 
3 ۱ 2 1 3 2 
إذن: 
3 2 1 
تأثر وه لب | 3۱ 2 ۱ 3۱ 2 ۱1 
Yl ¥ ¥ Llef2 31‏ ¥ لاد 
ft‏ سه إل پ |b‏ )1 3)23 21 
2 3 1 
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الفصل الأول 
(لاحظ أن عملية الانفلاق من جهة الیمین: أي أننا نطبق ع اولأً على 
(1,2,3) ومن ثم نطبق ٤‏ على صورة 8. 
أي أن العدد 1 ينتقل بتأثير ع إلى 2 و2 تنتقل بواسطة ؟ إلى 1 أما العدد 2 فينتقل 
بتأثير 8 إلى 3 و3 ننتقل بتاثیر ؟ إلى 3. وآخیراً العدہ 3 ينتقل إلى 1 بتأثير ع وا ينتفل إلى 


gly 2‏ £ 
3 2 ۱ 3 2 1 
کذلك إذا كانت الإ ل له رال لإ 1 |<۷ث 
2 3 1 1 2 3 
إذن 
3 2 1 
3 2 1 + + با 3 2 3١/1‏ 2 1 
Lleyiye =| 4 ties,‏ 2 وا-اب + +i}‏ 4 لادوم 
صورة × + 1 273 بل |b‏ )21 2(۱13 3 1 
صورة* >لر1 3 2 


وهکلا بنفس الأسلوب نوجد بقية الترتیبات. إذن شرط الانغلاق متحفق. 
2. التجميع: (برهن أن التجميع متحقق). 


12-3 
aft tt 


1 2 3 
123 

=¥ bb 
3 2 1 


3. العنصر ا حاید هو 


دم يه - - يه بر 
ew‏ مت له سم 
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.. و8 تکون زمرة تسمی زمرة التناظر من الدرجة 3. 


من المکن تبسيط كتابة الترتيبات على النحو التالي 


10 

1 (3) 000 ع 4 4 + أي أن جيع الأعداد ثابتة. 
3 2 1 

1 


12 
4 | ای اد1 یت ی ران 2 تل ل د ردت ل د 
3 


3 2 1 
ios‏ 4 ۱ أي أن 1 ينتقل إلى 3 و3 تنتقل إلى 1 و2 تبت. 
1 2 3 


وهکذا بقية العناصر: 
123 ها 3 
)12(=| 4 ]023 4 4{ ,)132(= + 
3 1 2 1 3 2 2 
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en‏ نے 


الفصل الأول 
إذن 85 يمكن كتابتها بالشکل: 
S, = {1, (12), (13), (23), (123), (13 2)}‏ 
ملاحظة 
شرط الانغلاق من الممكن إجراؤه بالطريقة المبسطة التالية: 
1. نكتب ضرب العنصرين ونفتح فوس بعد الساوات ونضع 1 بعد القوس» اي: 
1( = )132( )12( 
2 نوجد تأثير (132) على الواحد ومن ثم نوجد SE‏ (12)على صورة (2 13)» 


ہش سس کت عليه فان 1 ينتقل إلى 3. 
آي: 


)12( 13 2(- 3 


3 نعید ال خطوۃ السابقة على العده 3 فتجد أن 3 تنتقل إلى العدد 2 phy‏ (2 3 ) و2 
4 


تنتقل إلى 1 بتأثیر (۱2). اي أن ey‏ 


إذن: )13( = )12)(132( 


لذا of‏ حاصل ضرب الترتيبتين )2 3 1) و )12( هو الترتيب )13( حيسث 
العدد 2 لا بظهر لأنه ثابت تحت Sb‏ (132) (12). 


ناخذ حاصل الضرب )23( (123) ونطبق ا خطوات اعلاه 
2 = (23) (123) 


حیث أن نس تو 1 پنتقل إلى 2 بتأثير (23) (123) . 
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مفاهیم عامة 
بعد ذلك نوجد تأثر )23 )123( على العدد 2 آي: 


2و لو تلع( إذن 2 تنتقل إلى 1 
عليه فان (12) = (23) (123) . آما العدد 3 فهر ثابت لأن: 
)23( 2 }123 3 
ae‏ 


Lely‏ إذا كانت (ھ,..,1,2) = × فان زمرة التناظر التي تعمل على × تكب 
:8 وتسمى زمرة التناظر ذي الدرجة sn‏ 


وهکلا بقیة الترتييات. 


برهن أن 54 زمرة تناظر. 


Cyclic Group الزمرة الدورية‎ 1-4 


لٹکن: (..,“×,"× ,..,×,"×,×,"×) <€ مجموعة تحتوي على عدد غير 
منتهي من العناصر معرفة عليها العملية "×= ۸۳.۸ حيسث ...,2 7 ,1+ ,1,850 
عليه فان تا زمرة لا نهاتية. 
نختار ا جموعة: 
Cy, = {1,x,x?,...,x™}‏ 


مع نفس العملية العرفة على 0 محيث 1= "× لذا فإن Cm‏ زمرة نسمی الزمرة 
الدورية وذلك لأن: 


1. الانغلاق: لتکن EC,‏ ”× × فان نت =x?‏ "× ٴ× وهكذا بقية العناصر. 
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القصل الأول 
2. التجميع: متحقق (برهن ذلك؟). 
3. العنصر ا حاید هو 1 - ٭× OY‏ 
“يرك “×= x‏ .“× أو “×= ۱212 حيث xt eC,‏ وھکذا بقية العناصر. 
4 الانعكاس: de‏ ,© » × عليه فان معکوسه هو "× OF‏ 1= "يرك 2٣ای‏ 
وهكلا بقية العناصر. 
Co 208)‏ هي زمرة تسمی الزمرة الدورية Cyclic Group‏ 
تعریف (1-2) 
يقال للعتصرین wy eG‏ بانهما متبادلين إذا تحقتق الشرط الثالي 
xy 2 yx‏ 
تعریف (1-3) 
يقال للزمرة 0 بانها أبيلية إذا تحقق الشرط التالي 
لكل af ×۷ ٤6‏ ×۷ = ہیں 
مثال (2) 
5 زمرة غير أبيلية لأن جميع عناصرها لا تتبادل مع بعسضها. خذ معلا 
y =(23),x = )13(‏ ذن (2 13)-(23) (13) = ود 
yx=(23)(13)=(123) ley‏ عليه × یو 
مثال (3) 
الزمرة الدورية أبيلية OF‏ جميع عناصرها متبادلق exh =× =×“ Wee‏ 


مفاهیم عامة 


مبرهنة (1-4): 


لتكن 6 زمرة فان 


1. العنصر ا حاید 1٤6‏ يكون وحيداً. 
2 لكل KEG‏ پوجد معكوس وحيد. 


البرهان: 
1. نفرض وجود عنصرين محايدين مثل 1 و 1 في الزمرة 6. إذن 


1 21,1 - 1,11 


بین الأسباب لكل خطوة من البرهان. 


عليه فإن: 1<1. 
2 نفرض KEG‏ وں×,× معكوسين للعنصر × في G‏ 
إذن: 


=x,‏ .21 پ× =X, X)‏ (ر× K(X‏ > 1 .ولا رار 


اکتب سبب كل خطوة من الخطوات اعلاہ. 


تعريف (1-5) 
لتكن G‏ زمرة فان رتبة © (تكتب |0/) تعرف بأنها عدد pals‏ 0, 
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الفصل الأول 
مثال (4) 
رتبة :8 تساوي 6 (آي 6>|و5|)ء. 


تمریف (1-6) 
لیکن 0 > × فإن رتبة × تعرف بأنها العدد الوجپ 22 محيث 1= "× (۳ عدد 
مرات ضرب ). 

مثال (5) 


لتكن ,6-5 ,(2 1)= × فإن رتبة × هي 2 oF‏ 1> (12) (12) = ×× = × 
وكذلك إذا (3 2 1) = × فإن رتبة × هي 3 لأن. 


x = x.x.x =(123)(123)(123) = )132()123( =1 


مبرهنة (1-7): 
لتکن 6 زمرة فان لکل 0 > 2,لإ,× 
(KY =x 1‏ 


x? 2‏ تيرد زو 


3. ذا كان 0 € 2,,< و 2× =× ادہے رڈ 


البرهان: 
1. ما أن xx =x" x=]‏ (تعریف العکوس). فان × هو معكوس KT‏ لکن 
”() هو العکوس الوحيد للعنصر × لذا فإن: 
(=x‏ 
2 سد 
xx" =1‏ = درم = x) = (Gy yx = ( Oy Det‏ ?7 روم 
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مفاهیم عامة 
وہنفس الطریقة: 1=( »)(7× "ل . 


إذن: "× "ر= "(ر». 
3. با of‏ 2× = ۷× فان: 
(xy) = 2۱ (KZ)‏ "× (بالضرب من جهة الیسار Cag‏ 
(x x) z‏ = يرود (x‏ (التجمیع) 
1-2 (العکوس) 
إذان؛ 82-2 
ملاحظة ۱ 
من خاصية التجميع بمکننا التعميم للحالة العامة باستخدام الاستقرام الرياضي. 
تفر 60 ۾ × × 
J‏ 
Ky) (Ky eX)‏ ولا (Hy‏ = ہلت (l<s<r<n) XX‏ 
بقي لنا of‏ برهن أن: 
(Xp Xp) pay oo Hy) = (Kyo Ky) Kye Xp)‏ 
(رالي تعنی أن الطرفین متساویین بغض لنظر عن وضع الأقواس). الطرف 
الأيسر يمكن کتابته: 
ولا ولا :]> (Ky. X,)] pat Xn)‏ وك [Oa‏ 
حيث إلا ,دل ورلا هما ضرب الأقواس على التوالي. 
Ul‏ الطرف الأيمن: وو Kr X=,‏ ویر رہ وب 
أي آن: (رر و ,ر = Ly, yalys‏ (خاصة التجمیع). 
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الفصل الأول 


عليه بالامکان حذف الأقواس جیعاً واستعمال الصيغة 


لدا يمكننا الحصول على الصيغ: 


ny map‏ أعداد موجبة 
فإذا كانت العناصر x‏ ول في © ليست متبادلة فان 
(xy)" # (x? y*)‏ 
بینما إذا كانت x‏ ولا متبادلة فان 
و (KY) = xy .xy..xy =x"‏ 


tals 


عل ان =x"‏ تین - رم 
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مفاهیم عامة 


تمارین محلولة 
1. لتكن 6 زمرة؛ فان لکل 66 رلا 
أ. 272 ۷«یعطینا 2= ل. 
ب. ×= یعطینا y=z‏ 
ملاحظة: 
ال خاصیتان أ و ب يقال فما قانون الاختصار من الیسار والیمین على التوالي: 
البرهان: 
آ۔ ما xy=xz of‏ بالفرض و ٥ء‏ '× نان 
xy) = x (xz)‏ × (بالضرب في Ot‏ 
ع( = (x xy‏ (التجمیع) 
ly = 2‏ (العکوس) 
إذن y=z‏ 


ب. لا كانت ×2 = 2۷ بالفرض و 0 فان 


(0x7 = (zx)x" 
y(xx") = رتو‎ 
yl=zl 


إذن عدر 


2 إذا كانت © زمرة و2-|6| فان 6 تتکون من عنصرين فقط. 


= 31م 


القصل الأول 
البرهان: 
ما أن © زمرة رتبتها 2 فان أحد عناصرها هو 1 (العنصر ا حاید) والاخر هو 
العنصر × حيث 1+ × » أي أن .G={lx}‏ 
بعمل جدول ضرب العناصر للزمرة © سنحصل على : 
gf Lisl‏ ھ2ا او x1=x‏ 
ما کان xeG‏ فان 60 ×× . 
إذن xx=x gf ×× =1 Ul‏ 
إذا كان ×= ×× فان ۰-۱-۶« وهلا يعني أن x=1‏ وهذا تناقض. 
عليه فان 1= ××. 
3 لتكن G‏ زمرة منتهية فان العادلات: 
ax=b‏ و اهر ليما حلول وحيدة Gd‏ حیث 66 ×× 
البرهان: نعوض "=× في العادلة الاول سنحصل علی: 
تا( "مه) = a(a'b)‏ 
Ib‏ 
=b‏ 
اما المعادلة الثانية فنعوض "1ط = د فیها وسنحصل علی: 
(ba"!)a = bla“a)‏ 
=bl‏ 
5 
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مغاهيم عامة 


لاحظ أن × و y‏ ما حلول وحيدة هما 2۵7۵ و sy=bat‏ 


4. مجموعة جميع الصفوفات ا حقیقیة .۷ من النوع / ۳ حيث ۶0 تکون زمرة 


نكن ([: ) دج عنصران في الجموعة stom‏ 
ا alle‏ 


حیث بفره - رھ و tb‏ یم - با 
إذن قانون الانغلاق متحقق. 

حل 0 لاد کعنصر محاید. 
وإذا كانت 9 38 عنصر لا علسى التعين في My‏ فان معکوسے هو 
0 8۲ ار لوقي 

1 ڑا A‏ لان: 


کل وا م 
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الفصل الأول 


تمارین الفصل الأول 
1. إذا كانت رتبة كل من العناصر 2 رط وطة في الزمرة المنتهية هي 2» برهن أن 08 > مد. 
2. لتكن G={1,2,3,4,5,6}‏ زمرة قياس 7. أوجد رتبة کل عنصر في 0 قياس 7. 
بين Gal‏ زمرة دورية رتبتها 6. 


3. برهن أن ٩!‏ =|.8|. 
4. لتكن 7 مجموعة الأعداد الصحيحة. برهن أن (+,2) زمرة أبيلية بینما (Zoe)‏ لا 
تکون زمرة. 


5 برهن أن الزمرة G‏ ابيلية إذا وفقط إذا لکل © به فان "و "ط= aby‏ 

6 إذا كانت 6 زمرة و ٤6‏ × بحيث ×= ٭×۔ برهن أن x=]‏ 

7 لتکن 6 زمرة تحت العملية ٭,8 زمر: تحت العملبة *. صرف العملية ٭ على 
85 بالشکل: 

(ہط٭ بط » (E, ۶ E,‏ = (وط (g,, hy) og,‏ 
حيث 60 8,8 د e1‏ يتاربط. برهن أن Ho)‏ × 6) زمرة. 

8. خد الصفيحة الربعة الشکل البينة في الشکل آدناه. آفرض أن الصفیحة موضوعة 
في الستوی XY‏ وأن OZ‏ عمود على الصفيحة. فإذا كانت ۶ عملية تدویر بزاوية 
7 ران مور الدوران هو 02د ع هو تدویر حول حور OX‏ بزاوية فیمتها 7. 
هل أن =fg‏ ۶و . 
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مفاهیم عامة 


الوضع الطبيعي العملية 1 العملية g‏ 


9 نفرض 6 مجموعة جيع الدوال ذات القيمة ا حقیقیة على خط الأعداد ا حقیقیة مع 
العملية العرفة على النحو التالي: 
إذا fgeG‏ فان ع +1 هي دالة قيمتها عند أي 8ء × هي (×) 8 +102 برهن 
أن 6 زمرة. 

0 . برهن أن pole‏ فضاء التجهات تكون زمرة تحت عملية جع المتجهات. 

1 لتكن × جموعة ما و 0 ۴ مجموعة جميع ا نجامیع الجزئية من . هل أن P(x)‏ 
مع العملية المعرفة عليها 82278 -4+8 لکل (6 4,86۴ تشكل زمرة أم لا 
Shay‏ 

2. هل أن 2 مع العملية العرفة علیها 5-1 + 4= 2*9 لکل 2 زمرة آم لا. 
برهن ذلك؟ 

3. لتكن 6 زمرة. برهن أن 6 زمرة أبيلية إذا وفقط إذا "ر "×= "(ر»)ء لکل 
۲۳ء 

4. نفرض 2 جموعة مع عملية * معرفة عليها بالشکل: 

کے رئد 


هل أن 2 تمثل زمرة آم لا. برهن ذلك. 
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الفصل الثاني 


الزمر الجزثیة 


2-1 الزمرالجزفية 

2-2 المجاميع المشاربكة 

2-3 الوندات والعلاقات 

2-4 الضرب الباشر الخارجي والضرب الباشر الداخلي 
2-5 انزمرالتي رتبها أقل او تساوي 8 

تمارین محلول2 

تمارین انفصل الثاني 


الزمرة الجزكية 


الفصل الثاني 
الزمر الجزئية 
Subgroups‏ 
2-1 الزمر الجزئية 
تعریف (2-1) 
لتکن 6 زمرة و 51 مجموعة غير خالية في ۰6 فان ] تسمی زمرة جزئية في 6 إذا 
كانت 11 هي نفسها زمرة. 
ملاحظة 
العملية الشائية المعرفة على © هي نفسها معرفة على 11. 
مثال (1) 
نفرض G=S;‏ 
إذن ,5 تحتوي على الزمر الجزتية التالية: 


{1,(123), )132((, )1:)23((,)1:)13((, )1, )12((, 0, {1} 


برهن أن ا جموعات اعلاه زمر جزئية. 


الزمر الجرئية (1) ,6 تسمى الزمر ابلزئية الواضحة آما الزمر ابلزئية الأحرى 
فتسمی الزمر الجزئية الفعلية, 
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الفصل الثاني 

مثال (2) 
لتكن 0-2 , 11-22 جموعة جيع الأعداد الزوجية في 2 فإن 11 زسرة 
جزئية في 2. (لاحظ ان (2 ©22:2) <22) 


مبرهنة (2-2): 
لتكن 6 زمرة Hy‏ مجموعة جزئية غير خالية في G‏ فإن آ1 زمرة جزئية إذا 


وفقط إذا: 
1. لکل ¥ € ۲۷ ,× فان -xyeH‏ 
2. لکل 11ء x‏ فان .x" eH‏ 


البرهان: 
المبرهنة ذو اتجاهين» الأول نفرض 11 زمرة جزئية ونبرهن أن الشرطان 1 و2 
متحققان والثاني نفرض أن الشرطان متحققان ونبرهن أن 11 زمرة جزئية. 
نرمز لبرهان الاتجاه الأول بالسهم > والثاني بالسهم د. 
البرهان (ے ): نفرض أن 1ا زمرة جزئية. 
إذن 11 زمرت لذا فان لکل 11ء «ب< نستنتج أن xyeH‏ لأن 11 مغلقة تحت 
العملية الثنائية وهي الضرب في 6. 
لما كانت H‏ زمرة فإنها تحتوي على العنصر ا حاید 1. 
بما أن 11 زسرة فان آي poe‏ × في 51 له معکوس وحيد "× في 11 بحيث 
1= × "×= × ×. عليه فان الشرطان متحققان. 


الزمرة الجزئية 


البرهان العکس )>=( با أن 11+4 HOY‏ مجموعة غير خالية في 6 فان 11 تحتري 
على الأقل على pare‏ واحد مشل ×. Uy‏ كان xEH‏ فإن 611 ۱« حسب 
الشرط الثاني 
إذن xy x‏ في 11 وعليه فان =LeH‏ × "× من الشرط الأول. 
ولا كانت 11 × فان 17 ×× الشرط الأول. وهو عنصر جديد نسمیه لإ أي 
2 ہج 
]703 لکل 1 ۷× فان -xyeH‏ 
ما كانت جميع شروط الزمرة متحفقة في 11 فان 74 زمرة ومنها ۴1 زمرة جزئية. 


(برهن أن شرط التجميع متحقق). 


لتكن 6 زمرة وآ مجموعة غير حاليةء فإن 15 زمرة جزئية في 6 إذا 


وفقط إذا لكل xyeH‏ فان xy'eH‏ 


تعريف (2-3) 
لتكن 6 زمرة فان مركز GHG‏ (0) 2» يعرف كالتالي 
(مو جئ Z(G)={zeG: VgeG;‏ 
(اي أن عناصر Z(G)‏ تتبادل مع نفسها ومع جیع pole‏ 6 الأخرى). 
مثال (3) 
لیکن ,6-5 فان (1) =(2)6 OY‏ العنصر الوحيد في ,8 الذي يتبادل مع 
جیع عناصرها هو 1. 
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الفصل a tt‏ 
مثال )4( 
مرکز الزمرة الدورية ,© هو نفس الزمرة لأن ,© زمرة ابيلية أي ,© -(,2)6 . 


مبرهنة (2-4): 


لتكن © زمرة فان Z(G)‏ زمرة جزئية GJ‏ 


البرهان: 
بالإمكان استخدام مبرهنة )2-2( لإثبات أن (2)6 زمرة جزئية؛ LSS‏ سنبرهن 
الشروط الأربعة للزمرة. ٭۶٭(2)6 لأن .1٤2)6(‏ 
1 شرط الانغلاق: 
نفرض أن (6) ٤2‏ ر ,= ونبرهن أن (0) €2 ر2 رھ 
oF 2, >2 )0( Ik‏ ,2ع =ع ,2 (بالتعریف). 
ley‏ أن (2)6 » يت فان g= gz,‏ ر2 (بالتعريف). 
إذن: 
z,) g=2, (2E) =z, (EZ)‏ ( :0 ج٢‏ 
و2 (8 @(= 
و7 0ر2 ج)< 


)222( 8= 
عليه فإن (6) 2 > ,2 % 


٠‏ تمرين: برهن أن شرط التجمیع متحفق. 
. العنصر المحايد: ما أن 1ع -18 لکل geG)‏ فان (2)6 16. 
4. المعكوس: نفرض (0) 2627 فان 2ع ع 2. 


3 مرا 
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الزمرة الجزكية 


نضرب طرفي العلاقة من الیسار پالعنصر "= وستحصل علی: 


2۱ اود و2‎ gz 
gaz! ez 
ویضرب العلاقة من جهة اليمين بالعنصر "> سنحصل علی:‎ 
g2 =z" 8 


عليه فان (2)6 > '2. 
ملاحظة: Z(G)‏ زمرة ابيلية على الرغم من أن 6 ليست Lats‏ ابيلية. 


تعریف (2-5) 
لتكن © زمرة و 6> × بمركز × فی »G‏ یکتب (CoM‏ یعرف بالشکل التالي 
(ج Co@={e eG: gx=x‏ 
أي أن المرکز للعنصر × في © هي جموعة غير خالية من عناصر 6 التي 
تتبادل مع ×. 
مثال (5) 


lof × = )12( 68, نفرض‎ 


Co(x) = Cy, (12) = )1,)12((‏ 
لاحظ of‏ العنصر 1 يتبادل مع )12( والعنصر )12( يتبادل مع نفسه فقط. 


مبرهنة (2-6): 


إذا كانت © زمرة و KEG‏ فان Cox)‏ زمرة جزئية في 0. 


-43 - 


الفصل الثاني 
البرهان: للسهولة نکتب (6 © بدلاً من الرمز 000 . 
1 6060 مجموعة غير خالية oY‏ 60 © 1©6. 
2 الانغلاق: لتكن (×)© > وہ ,ر٥٠‏ 


إذن: ,6« GX‏ و ©,X = XC,‏ 
علیه: 
=(xe,)c, =x (CC)‏ به (× ,©( = (وه 60 = x)‏ يع)ن = (ec, )(x)‏ 
لڈا: ومع (c,c,)€‏ 
3 تمرين: برهن أن شرط التجميع متحقق. 
4. لما كان 1 يتبادل مع × فان LEC)‏ 
5. لیکن 00 ۰20 فان cx=xe‏ (بالتعريف). 
نضرب العلاقة أعلاه من جهة الیسار في ٴ٥‏ فنحصل على: 
xe‏ او جوف 


أي: xe‏ ۰-۵۷ وبالضرب في “© من جهة اليمين حصل علی: 


عليه فان CO)‏ هو زمرة جزئية. 


مبرهتة (2-7): 


إذا كانت 11 Ky‏ زمرتین جزئیتین في الزمرة 6» فان تفاطعهما زمرة 
جزئية في G‏ 


البرهان: 
qq 12111 ù #0‏ کون eK, LEH‏ 
نفرض x,y e H^K‏ فان ۲۷ ۷ , کل ۷× 
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الزمرة الجزكية 
إذن: 
xyeH‏ و xy eK‏ لأن کل من 11 و× زمر: جزئية في G‏ 
عليه -xyeHoK‏ 
لتكن x e HK‏ لذا فان .xeK, xeH‏ 
إذن: x" eK, x" eH‏ (لأن H‏ وک زمر جزئیة) 
نستنئج من ذلك أن xT CHAK‏ (لكون "× معکوس وحيد). 
عليه of‏ 11015 زمرة جزئية. 
2-2 الجامیع الشارکة Cosets‏ 
تحریف )2-8( 
لتكن 6 زمرة Hy‏ زمرة جزئية في 6ء فان ا جموعة الشاركة الیمنی (الیسری) 
للزمرة ابلزية ۴ في © تكتب 18 (او GH‏ وتعرف كالتالي 
Hg ={hg:h eH)‏ 
حيث 8 عنصر معين في 6. 
مثال (1) 


نفرض ,5 = 0 و ((1,)12) =8 Hee‏ زمرة جزئیة في ر5 . أرجد جیع 
ا جامیع المشاركة ل 1ا في 0. 
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الفصل الثاني 
(12)}.1={1,(12)}=H‏ بل) 11.1 
=H‏ ((1,)12) = (12(,1)) = ((12) )12( ,(12)) = )12( ((12) ,1) = (12) ۶1 
H (13)‏ = ((2 13( ,)13({ = ((13) (12) ,(13)) = )1,(12)}(13{ = (13) 11 
H (23) = {1,(12)}(23) = ))23(, (12) (23)} = {(23), (12 3)} = H(23)‏ 
H (123) = {1,(12)} (123) = ))123(, (12) (12 3)} = {(1 23), (23)} = H (23)‏ 
H (132) = (1,(12)} (13 2) = ))13 2), (12) (13 2)} = {13 2), (13)} =H (13)‏ 
لاحظ بأننا حصلنا على BW‏ مجامیع مشاركة هي: 
H, H(13),H (23)‏ 
آما بقية ا جامیع فهي تساوي أحد جامیع المشاركة الثلاث التي حصلنا علیها. 
مثال )2( 
ib‏ و5 6 ,[(132) ,(123) ,1) = 11ء بنفس الطريقة كما في (DLA‏ فإننا 
سنحصل على الجاميع المشاركة 
H,H(12)‏ 
حيث أن بقية انجامیم تساوي ا جامیع التي حصلنا علیها. 
من خلال الأمثلة )1( و(2) نستطیع القول بانه إذا كان عدد عناصر ]1 كبيراً 
فالتا سنحصل على عدد من ا جامیع أقل جما لو كان عدد عناصر 11 صغیرأ معنى 
آخر؛ عندما كانت ((1,)123(,)132)-1 فان عدد ا جامیع المشاركة الیمنی التي 
حصلنا علیها هو 2. 
ملاحظات 
1. ا جامیع المشاركة الیسری تعرف بنفس الطريقة. خلال هذا الکتاب سنتعامل 
مع ا جامیع المشاركة الیمنی. 
2 إذا كان 11ء × فان 1-11 (لأن ٨8‏ مغلقة تحت عملية الضرب)۔ 
3 آما (ذا كان 1ء × -Hx#H of‏ 
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الزمرة الجزئية 
تعریف (2-9) 
إذا كانت 11 زمرة جزئية في الزمرة 6 فإن عدد ا جامیع المشاركة 2 1 في © 
پسمی الدلیل ویکتب [6:11]. 
مئال )3( 
إذا كانت H={1,(12)}‏ د ,6-5 فسإن 81[=3: ,8] وعلسدما 
H = )1,)123(,)132((‏ فإن .[S, :H]=2‏ 


مبرهنة (2-10): 


أي جموعتین مشاركتين آما متساویتین أو لا يوجد عنصر مشترك 


بينهما. أي إذا كانت Hg, , Hg,‏ مجموعتين مشاركتين فإن: إما 
Hg, =, Hg,‏ أو $= .Hg, n Hg,‏ 


البرهان: 
نفترض أن ۶ Hg,‏ ہ Hg,‏ 
إذن يوجد عنصر مثل 2 حیث Hg,‏ ۸^ ,6118 2 
عليه فان: ,118 2 ومن ذلك نستتتج أن z=hyg,‏ حیث 11 ,ط. 
كذلك: ze He,‏ ومن ذلك نستنتج أن z=hyg,‏ حيث hl eH‏ 


إذن: 
Hz= {hz:h ¢ H} = {(hh,) g,:h e H} = {h’g,:h’ e H} = Hg,‏ 
H} = {h’g,: h" e H} = Hg,‏ € ط: he BH} = {(th,) g,‏ : عط) = Hz‏ 


Hg, = He, 


-47- 


الفصل الثاني 

من خلال المبرهئة (2-10) وتعریف الجاميع المشاركة نستطیع القول أن عدد 
عناصر كل مجموعة مشاركة يساوي عدد عناصر ا جموعة المشاركة الأخرى ويساوي 
عدد عناصر الزمرة الجرئية ۲۷. أي إذا كانت: 

(,۵ .... ريع ,ع) = 1116 زمرة جزئية في OG‏ 

عدد عناصر ,118 - sie‏ عناصر =..=Hg,‏ عدد =Hg, polis‏ عدد 
pole‏ 11. 

إذن عناصر G‏ ستتوزع داخل الجاميع المشاركة اليمنى. ولا كان عدد عناصر كل 
مجموعة مشاركة يساوي عدد عناصر H‏ فإن: 


=H]‏ زه 
سک ا جامیع المشاركة. 


Uy‏ كان 6:11]> ہ فان: 
|H|‏ ۰ [9:0]- |6 


ميرهنة (2-11): 


لتكن 13 زمرة جزئية في الزمرة 6 فان رئبة 13 تقسم رتبة 6. 


البرهان: 
لما كان |G|=(G:H]}.|H]‏ 
ومن خلال الملاحظات أعلاه فان [H]‏ تقسم |6]. 
ملاحظة 


امبرهنة أعلاه تسمى مبرهنة لاکرانج 
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الزمرة الجزئية 


نتيجة (2-12): 


رتبة أي عنصر في 0 تقسم رتبة ©. 
البرهان: 
نفرض 6> *. با أن رتبة 0 محدودة فان رتبة x‏ محدودة أيضاً ولتكن m‏ (عدد 


إذن 1= "× (تعريف رتبة العنصر). 
أي أن ('”* C= (1X7,‏ زمرة جزئية دورية في 0 رتبتها om‏ وحسب 
مبرھنة )2.11( فان تہ تقسم رتبة 6. 


الزمرة التي رتبتها عدد آولي م لا تحتوي في داخلها على زمرة جزئیة 
فعلية؛ برهن ذلك؟ 


مثال (4) 
رتبة ((12) ,1) -11 هي 2 ورتبة S,‏ هي6 لاحظ أن 2 تقسم 6. 
كذلك إذا كان (12)> × عنصر في ,5 فان رتبة × هي 2 تقسم رتية ,5. 
وعندما (123)ء × في ,5 فان رتبة × وهي 3 تقسم رتبة ر5. 

ملاحظة: 
عکس مبرهنة Gil SY‏ غير صحبح؛ لأن 6 تسم 12. ولکن لا توجد زمرة 
جزئية رتبتها 6 في الزمرة التي رتبتها 12. 
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الفصل الثاني 


مبرهتة (2-13): 


لتكن 6 زمرة Hy‏ زمرة جزئبة في 20 فإن Hx=Hy‏ إذا وشط 


.,۷ €6 ایت حيث‎ eH 


البرهان: > نفرض Hx=Hy‏ 
إذن x=lxeHy‏ (اآأن ۷ 1 (Hx=Hyy‏ 
لذا xshy 24 heH pare dey‏ 
أو =heH‏ "ر × (بضرب طرفي العلاقة أعلاه نی Cy"‏ 
ومن هذا 1ء ۶۱ 
> نفرض xy'eH‏ 
إذن: Hx=Hhy=Hy‏ 


میرهند (2-14): 


لتكن 11 زمرة جزئية في الزمرة 6. فان انجموعة 5 في 6 تكون داعل 
H‏ إذا bêg‏ إذا HS - 8517 =H‏ 


وكحالة خاصة: عندما S=H‏ فان HH = 72 =H‏ 
البرهان: تمرين. 


مبرهنة (2-15): 


إذا كانت 11 جموعة محدودة في الزمرة 6ء فان 13 زمرة جزثية إذا 
وفقط إذا =H‏ 512 . 
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الزمرة الجزنية 
البرهان: 
الاتجاه > هذا الجزء من البرهان يمكن برهنته بسهولة HOY‏ زمرة جزئية. اي أن 11 
زمرة باستخدام البرهنة (2-14) ولبرهان الاتجاه = نفرض أن 14- "11 ونبرهن H‏ 


زمرة جزئية. 
لیکن [ينا ... ,ولا HH = {u,,‏ ختار عنصر في 1 لأعلى التعين ولیکن لا. 
لذا فان: 


Hu; uy, ...ولا ولا‎ uu 
ناولا ...ينا وا تا رل‎ EH? أي أن‎ 
ردا . علاوۃ على ذلك» فإن‎ uu, رما ان ۲۲ = 2ء لذا فان ۴ > ۵,0 ,...,ہ‎ 
AG جميع العناصر هذه غير متكررة (لأن قانون الاختصار متحقق في‎ 
ولا ,لا رتا متساوية (بعد الترتيب) وعلى‎ Uy. وله رلا و لارا‎ QU, لذا فان‎ 
. وجه ا خصوص العنصر 11 موجود في لازنا ...ينا رلا بلا رلا‎ 
لذا يوجد عدد 1 بحيث:‎ 
ء۱۳‎ 
u, إذن 1611ء‎ 
زمرة.‎ Hop “لاع ,نا وعلیه‎ ٤۸ بحیث‎ (ode) يوجد ا‎ Lely 
)2-16( تعریف‎ 
نسبة ل ]] إذا وجد‎ xy بانهما متكافئين» تكتب‎ YEG پقال للعنصرين‎ 
iglixshy یٹ‎ heH 
Hx = Hy 
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الفصل الثاتي 
بمعنى AT‏ |ذا وقع کل من × ولا في نفس ا جموعة المشاركة اليمنى ل11. 
هذه العلاقة هي علاقة تکافز لأنها تحقق الشروط الثلاث: انعکاسیة؛ تناظرية» 
وانتفالية. 
انعكاسية: Hx= Hx OF‏ (برهن)؟ 
تناظرية: إذا Hx = Hy ols‏ فان Hy = Hx‏ . 
Hx=Hy 5 x = 1. e Hx alk‏ فان e Hy‏ × وبالعکس إذا ۲۷ × نان 
xeHx‏ لکل 6 ء×۔ 
انتقالیة: إذا Hy = Hzs Hx = Hy‏ فان -Hx=Hz‏ 
ما أن Hx=Hy» xeHy‏ فان x e Hy‏ ولکن .xe Bz of Hy= Hz‏ 


وعا أن x‏ عنصر لا على التعين ۴1z off‏ = ×8 . 


استخدم العلاقة رط =× لبرهان الانتقال. 


إذن العلاقة اعلاه هي علاقة تكافؤ. وعندما تعمل على عناصر G‏ نسبة Ho‏ 
فإنها ستوزعها إلى مجاميع منفصلة عن بعضها تسمی صفوف التکافو فإذا كانت 
Bn}‏ ديك {Bs‏ > 0. 


G=Hg, U Hg, U...U Hg, فإن:‎ 


ويا أن عدد العناصر في أي مجموعة مشاركة i=l, 2, ...0 , Hg;‏ يساوي 


عدد العناصر d‏ 6ء فإن: 
8[...+[[+|۶]|- |10 


0-641 
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الزمرة انجزئية 
أي: ۰/۳ 0[<]0:0 
2-3 المولدات والعلاقات Generators and Relations‏ 
في كثير من الحالات وخاصة عندما تکون الزمرة كبيرة فان سن الصعوبة جداً 
كتابة عناصر الزمرة أو التعبير عنها بشکل مجموعة. عليه فهناك صیغ بسيطة يمكن 
بواسطتها التعبير عن الزمر بدلالة عدد من عناصرها تسمى المولدات مع وجود عدد 
من العلاقات تربط بين تلك المولدات. 
مثال (1) 
deb‏ زمرة التناظر ي8. 
1 ((1,012(,)13(,23(,123(,132) درق 
,5 تحتوي على ستة عناصر (ترتيبات) ثلاث منها وهي (12) ,(13) ,)23( رتبة 
كل منها 2. أما العنصرين (123) ,(132) فرتبة كل منها 3. 
اخذ احد العناصر رتبته 3 وليكن (123) (نستطيع أخذ العشصر (132)) 
وكذلك ناخذ احد العناصر الذي رتبته 2 وليكن )12( مثلا. 
إذن يمكن إیجاد جمیع pole‏ ر5 من العنصرين (123) ,(12) على النحو الآتي: 
نفرض y=(12), x=(123)‏ 
إذن: x =1, x?=(132), x=(123)‏ 
عليه فان: ,8 € × 1x,‏ 
لذا من العنصر × حصلنا على ثلاثة عناصر هي: 1 ,8 ومن العنصر 
الثاني ل حصل على ذا , 1- . أي أن S‏ ۷ , 1. ۱ 
إذن العناصر التي وجدناها في ر8 هي: و5 Ye‏ ,7× ,× بل 
Jot‏ حواصل ضرب العناصر اعلاه أي ۷ٴ×و xy‏ وهما ینتمیان إلى 5. 


-53 - 


الفصل الثاني 
إذن: x, x.y, xy, xy > S,‏ ,1 
بقي لدينا ضرب العناصر عندما × من جهة اليمين أي yx?, yx‏ فإذا 
أضيفت للعناصر الأخرى پصبح عدد العناصر في ,8 ثمانية وهذا غير بمکن. إذن 
يجب أن تكون العناصر yx?, yx‏ مساوية لعنصرين من عناصر ,58 التي وجدناها. 
لذا: 


إذا كان 1= ×ر y=x'= x? of‏ وهذا تناقص۔ 
أو yx=x‏ یعطینا 1= ب وهذا تناقص. 
أو yx=x?‏ پعطینا ×= ر تنافص. 
أو yx=x‏ وهذايؤول إلى 1= ر تتاقص. 
أو ×× وهذا غير ممکن OF‏ ,5 زمرة ليست ابيلية. 
إذن yx=x?y‏ وهو الاحتمال الوحيد الصحيح الباقي. 
رالان: 
yx? =(y x)x = (xy) x = x? (y x)‏ 


= x? (x’y) =xx’y= x Ly=xy 
yx? =xy و‎ yx=x’y إذن‎ 


عليه فإن: 
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الزمرة الجزئية 


S = ) : =y? =Lyx=x?y) 
سک سای‎ 2-07 


العلاقات الولدات 
أي أن ٩:‏ يتولد من لو × بحيث تتحقق العلاقات yal, P=)‏ 
و2 
مثال (2) 


سک آ سناد 


فان A =8” , ۸٩-1‏ , 8۸-۸78 (تحقق من ذلك؟) 
AB}‏ رظنم AB,‏ ,8 رنه A, A",‏ ]دہ 
آو: 


G= (A,B : که‎ =l,A* =B*, BA=A’B) 
العلاقات اولدات‎ 


0 تسمی زمرة الداهیدرال. 


2-4 الضرب الباشر الخارجي وا لضرب الباشر الداخلي 
External and Internal Direct product‏ 


نناتش الآن طريقة الحصول على زمرة جديدة من زمرتین مختلفتين. لتكن 11 
Ky‏ زمرتين معلومتینء نعرف 1151٤‏ بالشكل: 
HxK={ (tk):heH, ke K}‏ 
بحيث: 
(وكارية) = ky)‏ رکا میت k,)=(h,‏ ,ر0)٭ (h,,k,)‏ عمليه معرفة على عناصر 
HxK‏ لكل ek shh, eH shh, =h,‏ و kı,‏ وكذلك eK‏ وکا .k =k,‏ 
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الفصل الثاني 
عليه فان 13×1٤‏ نکوّن زمرة لأن: 
1. الانغلاق: معرف علیها. 
2 التجمیع: (برمن ذلك). 
3. العنصر ا حاید في 51×1٤‏ هو (1م1) 209 
k)‏ ,0( = ).1 کا ly,‏ ) = (ہا (ys‏ ٭ (hk)‏ 


(Bk) = (1y-b, 1K) = (h, kK)‏ ٭ (,1,م1) 
4 العکوس: (DK)‏ هو معکوس GK)‏ 209 
(h", keh, D= (hî bh, kW)‏ 
kK HC)‏ قد (h, Wed k")‏ 
إذن ×1 زمرة تسمی زمرة الضرب الباشر الخارجي. 
وإذا كانت »= || |K|= m,‏ فان -HxK\=nm‏ 
ملاحظة 
بالإمكان تعميم الحالة إلى 7 من الزسر. فإذا كانت ,ا۴ ... ,ر۴ , ,8 أي 
مجموعة من الزمر فإن ضربهما المباشر هو: 
H, xH, x...xH, = {(hy,hy»-sb,)}‏ 
حيث ,11 بط لكل 2,0 ,1-1 
لیس من الضروري أن تكون العملیات على :13 متساوية, 
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الزمرة الجزئية 
في بعض ا حالات تکون 6 مساوية لحاصل ضرب زمرتین چزئیتین فبها وتکتب 
>> 0 حیث 11 Ky‏ زمر جزئية في 6. هذه حالة تبرز عندما تتحقق الشروط 
الآنية: 
mi‏ عناصر H‏ و 16 تبادل مع بسضها البعض؛ أي إذا كان ùj keKy heH‏ 
۱2 لکل .keKg heH‏ 
2 کل عنصر ٤6‏ ع يساوي حاصل ضرب ۲ و كلع . أي: علط ع. 
.HoK={1} 3‏ 
الزمرة © هذه تسمی الضرب الباشر الداخلي. 
مثال (1) 
تفرض ( 7.8,11,13,14 ,2,4 ,1) = 6 جموعة آعداد مودیولو 15 (قیاس 15). 
عليه فان © زمرة ضريية لأنها تحقق جميع شروط الزمرة الاریعة: 
1. الائغلاق معحقق OF‏ 
2x13=26=11, 2711-2227, 228-1621, 2x4=8‏ ,214-28213 
وهکذا ضرب أي عددین فی © يساوي عدد موجود داخل © قياس AS‏ 
2 التجمیع (قرین). 
3.. العنصر المحايد هو 1 (تحقق من ذلك). 
4 العکوس: معکوس 1 هو نفسه 1. 
معکوس 2 هو 8 YY‏ 28-1621 
معکوس 4 هو نفسه 4 لأن 4×4-161 
معکوس 7 هو 13 OF‏ 7713-9121 
معكوس 8 هو 2 لان 822-16-1 
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الفصل الثاني 

معکوس 11 هو نفسه SY‏ 11711-12121 

معکوس 13 هو العدد 7 13x7=9121 OY‏ 

معکوس 14 هو معکوس نفسه لگن ±1 196= 14×14 

٠‏ © زمرة تحت الضرب. 

H={1, 2, 4, 8( لتكن‎ 

إذن H‏ زمرة جزئية تحت الضرب لأنها تحقق جميع شروط الزمرة عليه فإن 11 

زمرة جزئية في © تتولد بواسطة العدد 2ء أي: 


H=(2: 2*=1)‏ قياس AS‏ 
خل: }1,11{ K=‏ (قياس 15). 
آي: )1= 11 :11)- K‏ 
لاحظ أن كل من Ky H‏ هي زمرة دورية وکل منهما ابيلية. 
1. عناصر 13 و K‏ متبادلة فمثلاً 7< 2×11-22> 11×2 وهکذا بقية العناصر. إذن 
الشرط الأول متحقق, 
2 كل عنصر في 0 هو عبارة عن حاصل قرب عنصر من 11 في عنصر Rigen‏ 
فمثلا: 
4- 44 -4:11 -14 (قیاس 15). 
2211-22-7 - 7 (قپاس 15)۔ 
وهكذا بقیة الأعداد في G‏ 
إذن الشرط الثاني متحقق وهو g=hk‏ لكل 60عع؛ حیث heH‏ و 1616 
3 (1) 112 
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الزمرة الجزثیة 


عليه فالشروط الثلاث متحققة. إذن 6 هو ضرب pile‏ داخلي لكل من الزمر 
الجحزئیة الداخلية 13 Ky‏ 


مبرهنة (2-17): 
لتكن 6 زمرة منتهية نتحفق فيها العلاقة 1=*× لكل ۰۰0 (كل 
عنصر في 6 رتبته 2( فإن: 

G=C,xC,x...xC, 

۶ من الزمر رتبة کل مٹھا 2 


وان رتبة © هي العدد '2. 


الیرهان: 
نفرض أن رتبة © هي 2 (اي 2-|0!» فان -G=C,‏ إذا كانت رتبة 0 اکبر من 
2 وان x, yeG‏ (حیث أن x, y‏ کل منهما لا يساوي 1). 
إذن: 
[ دوعتم 
أي أن x=x‏ و "دز 
لدا من العلاقة 1= x?‏ فإن 
xy = (xy) = yx" = yx‏ 
لذا من العلاقات أعلاه أن © زمرة ابيلية. ضرض ,لا ... دولا Ys‏ تولد 6 


aby‏ مکررة. 
ما أن 6 أبيليه فإن ضرب الولدات يكن ترتیبه Cok‏ یکسون كل عنصر في © 
ياخل الشكل: 


لع ا VIL‏ 
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الفصل الثاني 
لکن 51 x?‏ لکل 6ع« فان را ... ورا ... ,ر تاخذ القیم 1,0 
عليه فان الضرب أعلاه يكون Ly‏ لأنه إذا نساوت صیغتین من حاصل 
الضرب "لا .... ,2 ,إل فإننا سنحصل على الصيغة: 
oe YE‏ اا 
فيك با ورای ما ما صفر أو 1ء وهذا يعني أن احد الولدات يمكن التعبیر 
عنه بدلالة الولدات الأخرى وهذا یناقض کون الولدات غير متکررة. لهذا فان التعبیر 
إلا ... ولا ,ار یکون وحيداً. إذن: 
G=(y,)x(y,)x...x(y,)‏ 
آي: G=C,xC,x...xC,‏ 
۲ من العرامل 
2-5 الزمر التي رتبها أقل آوتساوي 8 
يتضمن هذا الجزء دراسة مفصلة عن الزمر التي رتبة كل منها أصغر أو تساوي 8. 
1. الزمرالتي رتبها 2 
نفرض أن 0 زمرة رتبتها 2 إذن يوجد pare‏ مثل 266 بحيث 21 ”×ء أي 
۹ ,1. اي أن G={1, x}‏ وهذا يعني أن G=(x: x?=1)‏ إذن توجد زمرة 
واحدة رتبتها 2 وهي أبيليه ودورية. 
2. انزمرالتي رتبها 4 
نفرض أن 0 زمرة تبتها 4. إذن بوجد pare‏ ملل × في © رتبته إما2 أو 4 
(لاکرانج). فإذا كانت رتبة × أربعة نان ©16,'< ,× x,‏ أي ان 
x, x, x}‏ ,1= 0. آو G=(x: x“=1)=C,‏ وهي زمرة أبيليه ودورية. 


الزمرة الجزئية 
إذا كانت رتبة × هي 2 فان 1= ”× . اي أن 0 ,1 Uy‏ كانت رتبة 6 هي 4 
فإنه يوجد pate‏ آخر مثل لإ في © لا يساوي ×. عليه فان رتبة لا Uf‏ 4 أو 2. فإذا 
كانت رتبة لإ هي 4 فسنحصل على EG‏ ,”ر ولا ,ا وهذا تناقض لأن رتبة 6 
في هذه ا حالة ستصبح اکبر من 4. 

إذن رتبة لا هي 2. أي yeG‏ ,1. عليه x, y, ×۷ ٤6‏ ,1. لذا فان الضرب من 
اليمين YH‏ يجب أن يساوي احد عناصر 6 لن عکس ذلك يعني أن رتبة 6 اكير 
من 4 Way‏ تناقض أيضاً. 

لذا فان: إما 1> ×× تناقض oF‏ ۷2 وهذا غير مکن۔ 

أو ×= »ر تناقض OY‏ ۷-۱ وهذا غير مکن. 

أو yx=y‏ تناقض لان 2-1 وهذا غير مكن. 


أو yx = xy‏ وهي الخالة الوحيدة gil‏ تصح. 


عليه فإن: 

G={1, x,y, xy} 

G=(x,y=x?=y"=1,yx=xy) ۱ او‎ 
= (x x =1)* (yy? =1) أو‎ 
=C,xC, آو‎ 

وخلاصة القول فإننا حصلنا على زسرتین رتبة کل منهما 4 وکلیهما أبيليه 

ودورية وهما: 


هه ر که 
G=C,xC, .b‏ 
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اتفصل الثاني 
3. الزمر التي رتبها الأمداد الأولية 5:3 او 7 
نوجد زمرة واحدة فقط لکل عدد اولي على التوالي: راجح التمرين بعد نتيجة 
(2-12), 
4. الزمر التي رتیها 6 
نفرض 0|<6| حیسث 6 زمرة ود pave‏ في 0. إذن رتبة إما 2 أو 3 او 6 
(مبرهنة لاکرانج). 
4. إذا كانت رتبة 6 هي 6 فان eG‏ ,“× ,× ,× ,× ,1 اي أن: 


خر اپ جا پا ہا 0-1 


و داك کم : Ga(x‏ 

ط. إذا كانت رتبة × هي 3 فان 1= × أي 6> ”× ,× ,1 ولا كانت 00-6 إذن 

پوجد عنصر yeG‏ يختلف عن ×. لذا فإن رتبة لآ هي إما 6 أو 3 أو 2 |ذا 

كانت رتبة ۷ هي 6 فان هذه ا حالة غير ممكنة Id=6 OY‏ 

آما إذا كانت رتبة لإ هي 3 فان هذه ا حالة Lal‏ غير مکنة OY‏ رتبة © تساوي 6 

إذن رتبة لإ هي 2 اي أن yeG‏ ,1. معنی آخر ٤6‏ ۷ × م99 رر ,× بل ,1 

بقي أن نيرهن أن YH‏ و نساوي عنصرین من عناصر 6 Wy‏ حصل على 

.|6|=6 oF تناقض‎ 

إذن إما 1= × لا غير ممكنة yo” OY‏ وهو تناقض 

أو yx=x‏ الحالة غير مكنة y=t oF‏ 

آو ×= × ر حالة غير ممكنة y=x oF‏ 

أو yx=y‏ ا حالة غير مكنة oY‏ 1= × 
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الزمرة الجزئية 
أو yx=xy‏ الحالة غير ممكنة (yx) ay ۶1 , (yx =x? ±1 OF‏ إذن رتبة 
yx‏ ستة وهذا غير مکن ( 6= AIG‏ 

أو yxe=x’y‏ وهي الحالة الوحيدة التي تصح. 

إذن × =×ر. 


ور (yx = (x y)x = x? (Jx) = x7,‏ = خر 


لذا فإننا سنحصل على زمرة ثانية وهي 

G=(x,y: xi یر زرح کے‎ 2 y) 

إذن حصلنا على زمرتین رتبة کل منهما 6 آحدهما ابيلية والثانية غير أبيلية 
وهما: 


:)6۱-2 .1 
Gy=(x, y: x =y?=1, yx=x?y)‏ .2 
٭. إذا كانت رتبة × تساوي 2 فان ا حالة (b)‏ تتکرر من خلال تبدیل > بالعنصر 
١ y‏ 
5. الزمر التي رتبة کل منها 8 
8. توجد خسة زمر رتبة كل منهما 8 الأولى ابيلية ودوريةء الثانية ابیلیة آما الثالشة 
فهي أبيلية ودورية. هذه الزمر هي 


1. G ={1,x,x2,x3, x", x, x5 x7} 
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itt its 
2. G, = (ky : ٹرے “ا‎ =lyx=xy) 
=C,xC, 
3. و0‎ = (x,y,2:Ky = yx,xz = zx,yz = zy) 
= (x x =1)x(y ۶ =1)x(z ۱ z=1) 
=C,xC,xC, 
اما الزمر الباقیة الي رتبة کل منها 8 نهي‎ 
الأخرى واردة‎ OVEN 2 نفرض 6|=8|» نختار © >*. إذن رتبة × إما 4 أو‎ 0 
(2) في (1) و(3) من‎ 
lx, x, eG اي‎ ۰٩ =1 إذن:‎ 
.2 عليه يوجد عنصر آخر مثل 6> ر يختلف عن ×. رتبة لإ هي إما 8 أو 4 أو‎ 
الاحتمال الأول عندما 1= ثلا غير مكنةء والاحتمال الثاني عندما 1= ثلا غير‎ 
مكنة لدا الاحتمالات الباقية هي:‎ 
(yf =× =1 gl) ”ر‎ =× Sy? ما 1ء‎ 
يأخل الاحتمالات‎ yx فان‎ cy? =1 إذا‎ .1 
مثل هله الحالة ستكون الزمرة أببلية ودورية‎ Gy yx=xy (a) ما‎ 
أو (ط) ر ×= ×ر وهذه غير مکنة لأنه: إذا ر ×= × ر نضرب الطرفین‎ 
i'd 
ylyxsy'xy 
آي:‎ 


x=y" xy 


الزمرة الجزئية 


نربع الطرفين: 
ہا ۱2 کر “لود زر تر “رن زو ع ئن عنم 
5 
وهذا تناقض لأن ±1 x?‏ 
أو )٥(‏ ×= »ر أي [1= 0«9] 
أي fred il‏ على الزمرة غير الأبيلية التالیة: 


G,=(xy ixtsy?=1; yx=x? y) 


5 


. إذا =x?‏ ”ر (في هذه اخالة 1= “برد ×): 
إذن: 
]ما )2( ر ×=× ر ومن هذا ستحصل على زمرة ابيلية وهي ا الة التي 
سبق وأن وجدناها (الحالة 2 من 5). 
أو (0) ۸-۶ ر وهله غير ممکنة لأن ذلك یعی: 
yxey’y‏ 
أي أن ×= ”ر وهذا تناقض. 
أو )٥(‏ > »ير وهله الحالة هي UU‏ الصحيحة. 
إذن سنحصل من هلا على الزمرة غير الأبيلية التالية: 
G, = (xy x= = ۷ ×= y) ۱‏ 
وخلاصة القول فاننا حصلنا على الزمر الخمسة gil‏ رتبة کل منها 8 وهي 
G,=(xix*=1) 1‏ أبيلية ودورية. 
=(xyix*=y?=Lyx=xy) 2‏ ر ابيلية ودورية ومن النوع ,0,6 
=C,xC,xC, 3‏ وت ابيلية. 
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الفصل الثاني 
(kyix=y? =1,y x= x y) 4‏ = 6 غير أبيلية وتسمی زمرة (دایهدرال). 
وتکتب بالشکل ,0ء وهي واحدة من جموعة زمر مضلع منتظم ذي من 
الرژوس رتبها 22 ویرمز ما بصورة عامة بالرمز: 
(ا< y* =1, (xy)‏ رات ۴ Da, =(% y:‏ 
*— رنه 
y) J‏ تر وو wey,‏ اع كع G,=(xy:‏ غير أبيلية وتسمی زمرة (کواترنین) 
وتکتب Qs‏ وهي زمرة عناصرها آعداد عقدية: 
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الزمرة الجزئية 


تمارین محلوله 
1. لتكن GER‏ جموعة الأعداد ا حقیقیة » واضح أن 6 زمرة جمعية . فلو فرضنا أن 51 
مجموعة الأعداد النسبية فان H‏ زمرة جزئیة جمعیة في ©. 


we 


. نفرض أن Z‏ هي جموعة الأعداد الصحيحة فان 2 زمرة ولو افترضنا أن 

H={3n:n >0}‏ 
فان ۴ لا تكون زمرة جزئية في 7 وذلك OY‏ معکوس العنصر 30ء حیسث 0< 8ء 
غير موجود في ۴. 
3. لمكن G={L-Li,-i}‏ فإن من السهولة اثبات أن 6 زمسرة ضربية حیسث 
dav‏ 
إذا افترضنا أن (1-,1] = مجموعة داخل 6 فإن 11 تشكل زسرة جزئية في 6 
(وضح ذلك) . 
في ا حقیقة هذه الزمرة ا جزئیة تسمی زمرة جزئية عظمی داخل 0 لأنه لا يكن 
ole!‏ زمرة جزئية مثل K‏ داخل 6 بحيث 6 166 110 . 


4 لتکن 


10 -1 1 01 01 10), faa 
ee tr o ott dG ا( مل‎ 
لاحظ أن 6 مع عملية ضرب الصفوفات تکون زمرة (جرب ا حل) وان هذه‎ 


الزمرة ليست ابيلية لأن: 
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الفصل الثاني 
0 1( - ۱۲۱ 0 
2 ال م اه 
1- 1-/ ۱ 10- 1- 
ole 0‏ ا )دعم 
لماكانت ٣-1‏ و 08-2 و 40-8 و8ع ۸۸-15۸ فان 6 يمكن 
توليدها من العنصرين ۸ و 0 اي أن (©,8)-6. 
5. بالعودة للمثال 3 حيث (-,ذ,!-,1) =6 و (1-,1) =8 فان المجاميع المشاركة 
هي 11 و Hi‏ لان 
HI=H‏ 
(1-,1) (1-)11 
(-) - 
=H‏ 
@ (-ب1) - 110 
= 
#H‏ 
H(i) ={1,-1} Gi)‏ 
{i}‏ = 
#H‏ 


لاحظ آن 111-0 
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الزمرة الجزئید 


تمارين الفصل الثاني 
1. إذا كانت © زمرة و 66 «. برهن أنه يوجد 1 عدد يح موجب بحیٹ 
مر برهن انه یو صحیح موجب 
21 یں جک 
2 لتكن 6 زمرة فإن: 
.a‏ 2)6<1| 


× ٤6 لکل‎ .\C(xJ22 .b 

3 نفرض أن 6 زمرة و 13260 , KOH‏ برهن أن 6> >(.K‏ تعني زمرہ 
جرئية). 

4 إذا كانت HoG‏ , 6:1[=2] برهن أن 6 زمرة اببلية. 

5 برهن أن ZQ@=G‏ إذا وفقط إذا 6 ابيلية. 

6 برهن أن أي زمرة جزئية في زمرة أبيلية هي زمرة جزئية أبيلية. 

7 أوجد الزمر الجزئية في Zast)‏ , (+, م,5) . 

8. لتكن © زمرة أبيلية فان Hx=xH‏ حيث xeg‏ و 1100. 

و لتكن 11-26 , 52-6 فان 1-1-6 إذا رنقط Bf‏ 1>6 أو 
.KcG‏ 

10. إذا كانت K=(6) , H=(2)‏ حيث 8-2 , »2 6 أوجد HK‏ 


1. برهن أن (0,4,8,12) =1 زمرة جزئية في Zig‏ 
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الفصل الثانث 


الزمر السوية 


3-1 صفوف الترافق 
3-2 زمرة انقسمة 
قارین محلولة 
تمارین الفصل التالث 


الزمر السوية 


الفصل الثالث 
الزمر السوية 
Normal Subgroups‏ 
سندرس في هذا الجزء واحدة من أهم العلاقات في نظرية الزمر الا وهي علاقة 
الترافق. كذلك سنسلط الضوء على زمر جزئية مهمة هي الزمر السوية والتي تفيدنا في 
الدراسة المستقبلية. 
3-1 صفوف الترافق Conjugacy Classes‏ 
تعریف )3-1( 
يقال للعنصرين × ولا في © بأنهما مترافقين إذا وجد عنصر ثالث مشل في 6 


يقال للعنصر ؛ بأنه ينقل × إلى -y‏ علافة الترافق عادة تكتب بالشكل Key‏ 
bel,‏ تكتب بالرمز: 


a' بوا۔‎ 


مبرهنة (3-2): 


ANS الترافق هي علاقة‎ Be 


البرهان: 
1 شاصية الانعکاس: ہا ان 1× "1= × فان × پرافق نفسه وتکتب ×٭×. 
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الفصل الثالث 
2 خاصية التناظر: إذا كانت × فان < ع ۷. 
با أن لاله * فانه توجد teG‏ محيث yat xt‏ بضرب الطرف الأيمن في 


۷ والطرف الأيسر في ؛ نحصل على: 


ڈرے 1۷ 
أي أن: 
x=( YT yt‏ 
وما أن Ett‏ 6 فان: 
x=s'ys‏ 
حيث sat!‏ 
عليه فان ×۶ . 


3. خاصة الانتقال: لتكن × وعجر فان #2 ×. 
نفرض أن لا × عليه یوجد ٤6‏ ہا xt, Qf‏ الا . 


وکذلك با أن « ہر dey‏ عدد مشل ,5 حیث ys,‏ "2-5 ومن كلا 


العلاقتین حصل علی: 
ys,‏ 225 
۱( سو لو 
xts‏ و 
(t8) x(ts,)‏ = 


إذن: z= x‏ 
حیث €6 ں۲۱ 


xe op عليه‎ 
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الزمر السوية 
لذا فان Gre‏ الترافق هي Be‏ تكافؤية. 

مثال )1( 
برهن أن لکل KY teG‏ 


. y=» + 
1 یں‎ =(x")! 


N 


البرهان: 


(بالتعریف) ار × ۲ = (xy)‏ 
جاژن 1= ۲۱۱۲ =txtt‏ 
(الخاصية التجمیعیة) © ر ")۶۱ ")= 
(بالتعريف) "و '×- 
يمكن تعميم هذه العلاقة إلى ھ من العوامل: 
Xa) = (EX, (xa D..(t x, 9‏ ود (x‏ 
و جا E‏ 


"×= ر في العلاقة ألا '×= ey)‏ وما أن 1= ل1ء فإن: 


2 نعوض ' 
ار نو x‏ 
ومن هذا؛ 

(x)‏ = کا 

ملاحظة 
لا كانت علاقة الترافق هي علاقة تكافزية فإنها عندما تعمل على عناصر 
الزمرة © ستوزع تلك العناصر إلى صفوف منفصلة عن بعضها (لا بوجد 
عنصر مشترك بين تلك الصفوف) تسمى صفوف التکافو. فالصف (×) SAE‏ 


و 


الفصل الثالث 
العنصر x‏ والعناصر ا ترافقة مع والصف (y)‏ يمثل العنصر ‏ والعناصر 
المترافقة معه وهكذا فإن: 
(ہاں,.نا(نں (N)‏ 02 
مثال (2) 
أوجد صفوف الترافق في الزمرة ,5 > 0. 
ال حل: 
علمنا من الفصل الأول إن ,8 يمكن التعبير عنها بالشکل: 
yx=x? y)‏ 1= تود تد S=(x,y:‏ 
أي أن pole‏ الزمرة :8 هي: 
x, X,Y, xy, x? y}‏ ,1{ 
لإيجاد صفوف الترافق نأخذ ؛ لتمثل الولدات × ,لا ولا حتاج of‏ ناخذ ؛ لتمٹل 
عناصر ,8 الستة x oF‏ ,لا هما الولدات لعناصر و8 الستة. 
ا آن: 
ylysls x 1,۴1‏ 
فان العنصر ا حاید يترافق مع نفسه لذا فان (1) يمثل الصف الأول. 
ناخ العنصر x‏ ونوجد العناصر ا ترافقة معه وكالاتي: 
Xxx =x‏ 
=x‏ ٹس y'xy=yxy=(yX)y =(%? yy =x?‏ 
إذن × یترافق مع نفسه ومع العشصر ×. والان ناخد العنصر x?‏ ونوجد 
العناصر ا مترافقة معه بواسطة المولدان × ,لا. 


x1 x? x =x? 


yixysyx’ysyyxayx=x 
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الزمر السوية 
إذن الصف الثاني هو x7}‏ ,*] ونعبر عنه بالشکل (). نستخدم نفس الطريقة 
اعلاہ على العنصر ۷: 
x? y=xtyexy‏ د وريز تيع يريو xt‏ 
إذن ر يثرافق مع xy‏ والان ناخذ xy‏ ونوجد العناصر المترافقة معه. 
نستمر: 
رو ےہ ری x"‏ 
إذن الترافق أعادنا للعنصر y‏ الان نعمل الترافق بواسطة ا مولد ل, 
یرد پر 7۲ 
إذن الآن نتوقف WY‏ حصلنا على نفس العنصر ولذا فالصف الثالث هو: 
ly.xy.x? yj‏ 
وغثله بالصف Ay)‏ 
إذن صفوف الترافق همي: x}, {y,xy, (x?y)}‏ ۴ ,}1{ ويمكمن کتابتها 
بشکل ابسط بالشكل: ((ن ,00 ,(1)) ۔ 
أي آن: 
UG)‏ )ب (()-ہ 
حيث ۰۲ء ءے(0) 
را (Wat xt Ut x‏ 


=e" ys, Us}! xy يہ‎ Us! x? ys, 
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الفصل القالث 


مبرهنة (3-3): 
لتکن 0 ۵ و (۵) © مرکز ۾ في . لذا فان poke‏ صف الترافق 
)@( تتقابل بشکل تباین (1-1) مع ا جامیع الشاركة التي یکونها Ca)‏ 


في ©. وعلی وجه ا خصوص إذا كان دلیل (a)‏ © عدد منتهي فإن: 
[2) 0:0] > [(ه) 


حيث polo ote |(a)]‏ الصف (ه). 
البرهان: 
1. نعرف التقابل ۵ بالشکل التالي: 


عرو" + (a) x‏ ۵:0 (6ء×) 


2. نبرهن OT‏ ۵ معرفة تعریفاً جيداً. 
dat‏ عنصر (ه) 0 عدا . عليه (a) x Off‏ © يمكن كتابته عدا (3) © حيث أن 
هذا التعویض لا یؤثر على الطرف الأيسر من الصيغة )2( أعلاه والآن 
نبرهن ol‏ هذا التعويض لا يؤثر على الطرف الأبمن أيضاً. 
ها سوا x) = x‏ و0 


(حيث ا تتبادل مع Ca‏ 


دا 


نبرهن أن التقابل 0 متباين (1-1). 
تفرض أن رھ" ر = ۳۱۵ 
عليه فان (a)‏ ٤ء‏ ”×× 


C(a)x=Cfa)y oy 
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الزمرالسوية 
ومن هذا نستنتج أن 0 متباينة. 
4 با أن × هو عنصر لأعلى التعيين في 6ء فان © شاملة Con to)‏ 
نتيجة (3-4): 
إذا كانت 0 زمرة منتهية رتبتها ع وط هو عدد العناصر في الصف bobs (a)‏ 
يقسم ع (1 dol‏ عوامل 8). 
البرهان: 
نفرض 26 |(ه) ۴]. إذن من المبرهنة (2-11) = 1ء أي أن طهعیو. 


نفرض أن 6 يحتوي على 2 من صفوف الترافق و Barons‏ هي جموعة 
مثلات تلك الصفوف. لتکن |(,ع)|< بط. لذا: 


3 یووم هوجو علق و وم و وی پا یور Bab thy‏ 
هذه العلاقة تسمی معادلة الصف في 6. 
تعريف (3-5) 
لتكن 6 زمرة Hy‏ زمرة جزئية في 6 نان مسوي DH‏ 6» يكتب (061 Ng‏ 
يعرف بالشکل الآتي: 


Ng )3( -) seG:vheH,3h,, يط‎ eH; sh=h,s, hs=h,s } 


ملاحظة 
يمكن كتابة (11) N‏ بدلاً من (13) No‏ لتسهيل العمليات الجبرية. 


مبرهنة (3-6): 
مسوي الزمرة ا جزیئة (N@)G GH‏ هو زمرة جزئية في 6۔ 
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الفصل الثالث 


البرهان: يترك کتمرین۔ 


تكن 11 زمرة جزئية في 6. و(7101 ,(03© مسوي وممركز H‏ على 
التوالي» فان (03 ×> 03 © . 


مبرهنة (3-7): 


لتكن 6 زمرة Hy‏ زمرة جزئية في G‏ فان Hx‏ "× زمرة جزئية في 
G‏ 


البرهان: نعرف HX‏ "× بالشكل: 


x" Hx={x"hx:heH, xeG} 
إذن:‎ ox رط "با بط‎ xexTHx غير خالية. نأخذ‎ × Hx لاحظ أن‎ 
xî رط‎ x.x بط‎ x=xÎ رط‎ xx" يط‎ x =x h, hx =x? بط‎ xex" Hx 
. حيث وط رت و‎ 
21۶ عليه فان شرط الانغلاق متحقق. آما العنصر ا حاید في ×۴1 "× فهر‎ 
فإن:‎ x" hxex" Hx ان لکل‎ 
xthx ای‎ lx=x"hixsx"hx 
xTx.xthx=x'Lhx=x "hx 
OF ×" 1" × وليكن ×1 "× عنصراً في ×81 × فان معکوسه هو‎ 


x=xthh'x=x"1x‏ اخ ارم ز× 


x x hxexththx=x"'1x‏ اتير 
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الزمر السوية 
لذا ×٦ Hx of‏ زمرة جزئية في 0. 
ملاحظة 
1. المعادلة xt Hx=y'Hy‏ تكافى "ر ×= 1127۲ إذا وفقط إذا 
xy" END)‏ إذا وفق ط إذا >٤‏ × حیث teN(H)‏ والزسرة 
Het? He‏ إذا وفقط إذا 0 .t 6N‏ 
من الواضح أن HONG)‏ لأنه إذا کان heH‏ فزن ۲-۲۱ .h"‏ 
2 ذا کان مسوي 11 هو الزمرة © نفسهاء أي أن 6 -(3) 11ء فإن 13 سوية ار 
ثابتة في 6 ونرمز ها 46 1 (4 مثلث متساوي السافین), 
لكي نبرهن أن 40 1اء AS‏ أن نبرهن: 
x HxcH‏ 
لکل 6> ×» لأنه إذا كانت 1 ×11'× فبالإمکان تعریض "× بدل × 
فتحصل على gh x Hx" =H‏ تکافی Hox Hx‏ ربالتالي حصل على 
.x Hx =H‏ 
هناك طريقتين مفيدتين في معرفة کون SHAG‏ 
ه. نفرض 6 يكن توليدها من العناصر ,× .... Xa)‏ ,,». إذا استطعنا إثبات أن: 
x Hx, = H, x} Hx, =H, .., x Hx, =H‏ 
فان Xz, ey X, € N (BH)‏ ہڈ 
رما أن ,۲ ,... ,× xy,‏ الزمرة 6 كاملة» LGB‏ ستصصل على 
G=N(H)‏ ويالتالي 46 8. 
ob‏ إذا كانت 1 يمكن تولیدها من العناصر علا ... بولا ,رل فإن 3140 إذا 
برهنا: 
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الفصل الثالث 
gl) vteG : yeH‏ ان 81211 17). حيث k‏ يرا >1 

مثال (3) 
لتکن G=(x,y:x'=y'=Lyx = xy)‏ 
ويمكن کتابته: 

)1 = ”ررم تر کار G=(x,‏ 

هذه الزمرة هي إحدى الزمر الغير أبيلية والتي سبق وان تمت منافشتها في (2-5). 
نفرض آن H={x:x*=1)‏ 
عليه فان 1 زمرة دورية رتبتها 4 متولدة بواسطة ×. 
واضح أن dls xe NH)‏ × = ر × لدا .yHy'c ٩‏ لکن الزمر 
Hy‏ ر Hy‏ هي نفسهاء لذا فان رتبها متساوية. هذا يعني أن ر (الذي يساوي 
") بتمي إلى N@=6 ASN‏ 

متال (4) ۱ 
لستکن 6 زمسرة و(2)6 مركزهاء فإن 2G)‏ دائمساً سوية في © لأن 
Z(G) x =Z(G)‏ ”× متحققة لكل 0 نحن نعلم Lal‏ 22 2۷ "× لكل 
(0) 7 2 ۱ 


مثال (5) 


إذا كانت Hy‏ ... ,وق Hy,‏ زمر جزئية سوية في © فان تفاطعهما زمرة جزئية 
سوية OF‏ من ,۸ =× :13 "× (حيث 8 ....,1,2 <1) نستتتج أن: 


x" (H, OH, 0...0H,)x =H, OH, ملآہ.ہ‎ 
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الزمر السوية 

مثال (6) 
لتكن H‏ زمرة جزئیة في الزمرة 6 بحیث [G:H]=2‏ (أي الدلیل يساوي 2) فان 
0 ۔ 
ما أن دليل ۴ في © هو 2 فان عدد ا جامیع المشاركة الیمنی هو 2 الأولى هي 11 
والأخرى هي ۴ لکل teG‏ بنفس الطريقة عدد ا جامیع الشاركة الیسری هي 
2وسا 8 tH,‏ لكل 1۶0 للا فان 111-11۷ لكل ۱۶11. وماأن 
H = Ht=tH‏ لکل teH‏ لا .H4G of‏ 

مثال )7( 


الزمر المتذبذبة» لتکن G=S,‏ زمرة التناظر من الدرجة 3 حیث: 
})132 ,)123 ,)23 ,)13( ,)12( ,1)> ہگ 


Lets‏ العلاقة 
کت ع ee)‏ 1,2..6-زن6 
i<j i-j‏ 


ملاحظة 
الشرط Lh i<j‏ القيم 1 2 3. ما () ت أو (6» فهما صورة أو زبفعل 
الترتيية .7 حاصل ضرب جميع احتمالات العوامل عندما [>1. 
إذا كانت إشارة حاصل الضرب ب موجبة فإن الترتيبة الأصلية تكون زوجية أما 
إذا كانت سالبة فالترتیبة الأصلية فردية. 
لناحذ الترتیبة (3 2 1)» سنوضح فیما إذا كانت زوجية أو فردية باستعمال قاعدة 
الضرب 2 : 


2 


~83- 


tt الفصل‎ 


(قإزہ۔ رب ع, )3 (i) - 6 Û) _5@)-9@2) , o()-o‏ ۳۹ 
2-3 1-3 1-2 و 


وما أن إشارة الضرب موجبة فان الترئيبية (3 2 1) موجبة وعلیه فهي زوجية. 
ناخذ الترتيبية (3 1) 


af (i) -o û) _ 500-50 
وت‎ 1-3 


إذن الترتیبیة (13) هي فردية لأن الاشارة سالبة. 
وهكذا بنفس الطريقة جد أن الترتيبات (123) و(2 3 1) والعنصر ا حاید 1 
هي عناصر زوجية. Ul‏ الترتيبات )2 1)» (3 1) و(3 2) فهي فردية. OLS A‏ الفردية 
لا تكوّن زمرة جزئية بینما الترتيبات الزوجية نکوّن زمرة جزئية (تحقق من ذلك). 
نلاحظ أن عناصر ,5: تتوزع إلى مجموعتين متساویتین من العناصر ا جموعة 
الا ول فردية والثائیة زوجية. ا جموعة زوجية العناصر تولف زمرة جزئية تسمی الزمرة 
الجزئية المتذب-ذبة ویرمز لها: 
A, ={i, (123), )132((‏ 
ما آن: 
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أي cof‏ الدليل يساوي 2 فان Ay‏ زمرة جزئية سوية في ر8۔ 


وبصورة عامة ب۵ زمرة جزیئة سوية في ,5. 


3-2 زمرة القسمة Quotient Group‏ 
تعریف )3-8( 
لتکن 1ا زمرة جزئية سوية في الزمر: 6 (أي 46 1 فإن 6/81 تعرف 
پالشکل: 
GH ={Hx:VxeG}‏ 
نأخذ Hyy Hx‏ مجموعتین مشارکتین في 6/11 . ما أن 8 »×= 1۷,۲15 = 13 فان: 
وو وسوووووروسوڈد یی ےی Hx Hy= HH Xy=‏ 
لذا فان ضرب اي جموعتین مشارکتین هو مجموعة مشاركة أيضأ تتمي 
للمجموعة 3 ولکي نسبرهن أن (1) معرفة تعريفاً جی دا نفسرض أن 
×ط Hx=‏ و 1> 117 . لذا فان ×× وب < لا حيث 711 ,نا عليه فإن 
x'y'=uxvysuvxyshxy‏ حیث H‏ € سر بآ لذا فان “اع ]1 - 1۱ ۰ 
إذن (1) عملية معرفة على 6/11 ومنها فان شرط الانغلاق متحقق. 
العنصر ا حاید في 6/5 هو 3 لأن: 
H(Hx)=(Hx)H=Hx‏ 


-85 - 


الفصل الثالث 
ولإيجاد المعكوس» نفرض أن تاه € HX‏ إذن معکوس HX‏ هو Hx!‏ 
لان: 
(BH x")(H x)‏ ع تلد رق (Hx)‏ 
إذن المجموعة 0/11 والعملية العرفة علیها تكوّن زمرة تسمی زمرة القسمة 
للزمرة © بواسطة 14. رتبة زمرة القسمة GH‏ تساوي دلیل ]1 في 6ء أي: 


[GA] = (GEHTS Q) 
:)1( مثال‎ 
لتکن 2 - © الزمرة الجمعية جموعة الأعداد الصحيحة. نختار 1<" عدد معين‎ 
من 2 فان ا جموعة‎ 


H={0,Fm, +2m, ...,F km }‏ 
تکوّن زمرة جزئية داخل 2» ولا كانت 2 زمرة أبيلية فان 11 زمرة سوية في 2 فإذا 
كان 2 € × أي عنصی لذا فإن: 


حيث >1 ک0. (خوارزمیة القسمة). 


.xeH+r WH یقع في‎ am لکن‎ 


علیه: 
)4 می ( H + (m-D‏ و ,2 + 8 ,1 + ZIH={H,H‏ 
هي جموعة ا جامیع المشاركة التي تكون زمرة جزئية في 2 gly‏ تسمى زمرة 
القسمة لأن 


tol وبا‎ ZH في‎ H+sy 11+: dz 1 


H+) + (H + s) = H + (r + s8) = H+ k 
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الزمر السوية 
حيث 2 kart se‏ إذن شرط GN‏ متحقق, 
2. العنصر المحايد هو 11 (بعض الأحيان يكتب 11+0). 
لأن + +8 -(8+0) +( + (H+0)+(H+n=H+r dis, (H‏ 
3. التجميع متحقق (برهن) 
4. لیکن 62/11 +11 فان معكوسه هو (1) +11 OF‏ 
11+01 وم (H+1) + (H+ CD) = H+‏ 
وہنفس الطريقة H+(-1)+H+r=H‏ 
مثال (2): 


نفرض أن © هي الزمرة التي رتبتها 8 الواردة في ا حالة 5 من البند (2-4). أي 


آن: 
ری نوا هون دی نہ و مغ G=(xy: x=], sy, yx=x? y)‏ 
من الواضح أن العنصر ”× یتبادل مع × ولا ومع جیع عناصر 6 الأخرى OY‏ 
x‏ ول يولدان 0. 
لذا فان: 


‘H= 7 x} 


حيث أن 1= “×. هو زمرة جزئية سوية GJ‏ وفي ا حقیقة هو مركز 0. 


0 اك 


لذا فان 5-4-[0:3] من ا جامیع الشارکة. 
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الفصل الثالث 
والان GH‏ هي زمرة رتبتها 4 وما أن رتبة کل عنصر فيها تساوي 2 لأن: 
(x eH ù) (Hx)? =H x? =H‏ وكذلك (Hy) =H‏ 
وما أن 6/51 أبيلية رتبتها 4 فان: 
Hx y) = (Hx) Hy)? =H‏ 
عليه فإن: 


GH =C, xC, 


مپرهنة )3-9( 


إذا كانت الزمرة 6 غير ابيلية و2 مرکزها فان 0/2 ليست دورية. 


البرهان: 
إذا كانت G/Z‏ زمرة دورية فان جمیع ا جامیع الشاركة فیها يمكن کتابتها بالصيغة 
×2 حیث ×٤6‏ و EZ‏ 
إذا كانت a‏ ,۲ عناصر لأعلى التعين في 6 وداخل ا جامیع المشاركة Zx*‏ 
و 7 على التوالي فإن: 


خر و ےج و x"‏ ر2 = ا حيث 2 و2 2 


ab = 2, x" رج‎ x" =z, بع‎ x"? = ba 
أي أن 6 أبیلیف وهذا يناقض الفرض.‎ 
:)3-10( نتيجة‎ 
ALS 0 عدد آولي فان‎ p إذا كانت ”= |6|ء حيث‎ 
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الزمرالسوية 
البرهان: 
نفرض 2 مركز 6. لذا |2| إما م أو م. 
إذا كانت *م-(2 فان .G=Z‏ 


وإذا كانت م -[2| فإن ص =[/6|. عليه فإن 6/2 دورية وهذا غير مكن 
بواسطة مبرهنة (3-9). 


وع۔ 


الخصل الثالث 


تمارین محلولة 
1. مجموعة الاعداد الصحيحة 2 تکون زمرة تبديلية تحت عملية ابلمع وا جموعة, 
: 21 :37-130 
هي زمرة جزئية سوية في 2 لذا فان 
(32+2,ا+32+0,32) = 7/32 
تكون زمرة قسمة في 2 تحت عملية ا جمع العرفة 
(3Z+a)+(3Z+b) > 32+ (a+b)‏ 
حیث abeZ‏ 
2. لتكن ,0-5 و ((1,02)-11 زمرة جزئية في 6 فان 13 ليست زمرة سوية be)‏ 
تستطیع برهان ذلك ؟). 
3 زمرة القسمة في الزمرة الدورية هي زمرة دورية. 
لتکن © زمرة دورية متولدة بواسطة ٤6 pawl‏ ع» اي أن < ع >< 6. 
لدا of‏ < ع > 00/11 لأن 14 زمرة جزئية سوية في . 
4 زمرة القسمة في الزمرة الأہدالیة تکون ابدالية لتکن 6 زمرة ابدالية و 11 زمرة 
جزئية سوية فیها نفرض 20/11 ,5 فإن لكل 6/11 ۷: سنحصل علی: 
x y=xy=yx=yx‏ 
5. اعطي مثالاً لزمرة © ليست ابيلية بينما 6/51 أبيلية» حيث ۶4 سوية في 0. 
خذ G=S,‏ ور = 11. لاحظ إن ,8 ليست ابیلیه لکن ر۸ / ,5 أبيليه . 


حیث 


{1,(12),(13),(23),(L 23),(132)}‏ = و5 
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الزمر السوية 
A, ={1,(123),032)}‏ 

إذن ,8,/۸ هي زمرة قسمة تحتسوي على عنصرين فقسط هما 

+S, / یھ‎ ={A5,A,(12)} 

وعجرد النظر هذه الزمرة فإنها ابيلية. 
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الفصل الثالث 


تمارین الفصل الثالث 
1 لتكن HAG‏ و46 برهن أن 061610-60 . 
2 إذا كانت 46 11 و 6> × حيث }1 (HNK)={‏ برهن tol‏ 
xy=yx‏ لكل -yeKyxeH‏ 
3 لتکن 6 زمرة أبيلية و 6 -31. برهن آن: 0/11 أبيلية. 
4 نفرض © زمرة دورية و 0ب آ۲. برهن: 
aa‏ 40 ۲۲. 
ط. GH‏ دوریه 
5. ما هو عدد الزمر ال جزثیة السوية في ,7؟ أوجدها؟ 
6 بین أن DVZD,)‏ زمرة رتبتها 4؟ آوجدها؟ 
7 آوجد صفوف الترافق للزمر التلبلية Ag‏ وی۵؟ 
8 ما هي صفوف الترافق للزمر GLQ,2)‏ و (61,)3,2؟ 
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الفصل الرابع 


التشاکلات 


4-1 التشاكلات الزمرية 
4-2 مبرهنات التشاكل 
تمارين محئولة 

تمارين الفصل الرابع 


التشاکلات 


الفصل الرايع 
التشاکلات 
4-1 التشاصلات الزمرية Group Homomorphisms‏ 
سنتطرق في هذا الجزء إلى علاقات عامة التي من خلاضا نكون الزسر التي شا 
نفس التركيبات وتسمى بالزمر المتشاكلة 
تعريف (4-1) 
لتكن G‏ و'6 زمرتان. التطبيق 8 من 6 إلى ۰6 يكنب بالشكل (التطبيق مو 
دالة وجرت العادة على تسميتها تطبيق عند التعامل هندسياً). 
0ب 6:0 
يسمى تشاکل إذا تحقق الشرط التالي (Homomorphism)‏ 
8x y)=8(x) ۵ 6‏ :0ع ٣۴‏ 
إذا كانت 8 تشاکل متباین وشامل فان 9 تسمی تشاکل تقابلي ونکسب 
بالشکل -(somorphism) G=G'‏ 
Lf‏ إذا كانت 8 تشاکل تقابلي G=G'y‏ فان 9 تسمی تشاکل تقابلي ذاتي 
.(Automorphism)‏ وعندما يكرن التشاکل التقابلي الذاتي بواسطة علاقة الترافق 
فعندلذ تسمی 9 تشاکل تقابلي ذاتي داخلي (Inner Automorphism)‏ عدا ذلك 
تسمی ٩‏ تشاکل تقابلي ذاتي خارجي „(Outer Automorphism)‏ 
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الفصل الرابع 
مثال (1) 
نفرض ZZ,‏ : ۵ العرفة بالشکل: 
2= (2) 0 (حيث 2 صف تطابق). 
واضح أن التطبیق ٥‏ من (+,2) إلى (+:,2) هو تشاکل شامل لکنه لیس 
متباین. 
مثال (2) 
التطبيق ,2 +¬ 2/8 :+ العرف بالشکل [لاحظ SUM‏ (1) في (3-2)]: 
-(«+1) ۲ (حیث ‏ صف تطابق في AZ,‏ 
هو تشاکل تقابلي لان: 
[G++ A+ y]=r + (+ y)]‏ 
=x+y‏ 
=x+y‏ 
=r (H+ (+ ) + y)‏ 
إذن > تشاكل. وبا أن 7 هي متباينة وشاملة (برهن ذلك). 
عليه فان ,2 = 2/8٩‏ . 


مثال(3) 
التطبیق 11+ ×11 + :+ الزمرة الجزئية ×1 "× ال الزمرة ]5 والمعرفة 
بالشکل: 


ux! Hx)=h 
.۲ ۲۲۶ =H هو تشاکل تقابلي أي‎ 
افل:‎ 


MM وط ٭.‎ xy xh, ۰۰ ٤× "1× تاغل العنصرین‎ 
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التشاکلات 


7 [7 بط‎ x) )۴ ha x)]=t [xt وط بط‎ ×[ 
= T(x hx) 
=h,(h, = h,h, e H) 
=hbh, 
= 0(x"h,x).0(x th, x) 
عليه فان > تشاکل‎ 
h, =b, نفرض أن‎ 
x hx =x"h,x إذن‎ 
متباپنة‎ > op لدا‎ 
فان شاملة.‎ heH صحيحة لکل‎ r(x hx=h ما أن‎ 
x'HxeH إذن‎ 


ميرهنة (4-2): 
إذا كانت '6 ج 8:0 تشاكل من الزمرة WG‏ الزمرة 00 . فإن: 


1. '1(>1) 8ء حيث 1 ا حاید الضربي في 6 و 1 هو ا حاید الضربي في 
a‏ 


2 [(9)8]- "ع8 ۵ JS‏ ٥ء‏ 8۔ 


البرهان: 
1. ما أن ۵ تشاکل فان: 
)2( مد و سی Sicha‏ وق( SOE‏ زر ها 8 
نفرض 1= رع = رع وبالتعويض في (2) حصل على [(1) 9] - [() 9] 
إذن: 1(=1) 0 
2. عند فرض 'بع = رع في (2) حصل علی: 
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الفصل الرابع 
٥ (gî)‏ (,ی ۵- g')‏ ,ی٥٥‏ 
(gı!)‏ ۵ (ع) 1)=0( ٥‏ 
(g;")‏ ۵(ع) ۲۶۵ 


ویضرب الطرفین من جهة البسار في "[(,2) 0] حصل علی: 
(۳۵۵() ۵ = [(ع) 0[ 


إذن اپ یوین 
تعريف (4-3) 
إذا كانت "0 ج 8:6 تشاكل. فان نواه 9ء تكتب 6 166761 (للاختصار نكتب 


0 ) تعرف بالشكل الآتي: 
kerO={ geG: @(g)=1' }‏ 


(أي» مجموعة العناصر في © التي صورتها العنصر ا حاید 1 في '6). 


مبرهنة (4-4): 


لتكن "6 + 0:0 تشاكل. فان kerO‏ زمرة جزئية في 0. WLS‏ 
0 زمر: جزئية سوية في ۵.. 
البرهان: 
ا أن '1- (1) 0 [بواسطة مبرهنة (4-2)] فان © + k١0‏ . 


نفرض 216۲۳0 رع ,رع لذا فان '1- (,ع) 9 و 1= (يع) ۵. 
إذن '1-1 .1= (يع) 0 (,ع) 9<(وع (g,‏ 9 

عليه فان 61620 وت ۰ ,8 

]03 شرط الانغلاق متحقق. 

العنصر ا حاید 1 موجود في 169 OF‏ 1-(1) 0. 
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سس شوہ 
نفرض cecker®‏ إذن '1- 09 - "[(ه) 0]- رع 9 
عليه فان ke۲0‏ ع "ع 
لذا ۷6۲0 زمرة جزئية في 6. 
نفرض 0 و xeG‏ فان: 
9 ى٥‏ )7( [x? gx]=6‏ ۵ 
(JT. 1.0 (x)‏ 0]- 
=I‏ 
وهذا يعني أن ۵ء باع ۰۲« . أي أن ۰0 10۲0 (لأن شرط أن تکون الزمرة 
الجزثية kero‏ سوية في 6 هو © - 120 متحقق). 
ميرهتة (4-5): 
التشاكل 8 متباين (1-1) إذ وفقط إذا احتوت 59 علی 


العنصر ا حاید 1 فقط. 


البرهان: > 
نفرض 0 تشاكل متباين و 610۳0 ). 
إذن: 0۵-1 1(=0) 8 
عليه 1-1 (لأن ۵ متباينة). 
پالعکس >= نفرض أن kerO={1}‏ ,(ن 0-6 9 
لذا : 


0(xy") = 0)) 6G") 
=0 © (0 0)" 
=6 0 (0 ”ون‎ 


it 
xy ekerê عليه‎ 
xy" اي (()ء‎ 
۶۱۲۶۱ إذن‎ 
x=y ومن ذلك نستنتج آن:‎ 
وبذلك 0 متباينة.‎ 
ملاحظة‎ 
مبرعنة (4-5) هي طريقة ثانية لمرفة فیما إذا كانت 8 متباينة آم لا‎ 
(4-6) تعریف‎ 
لتكن "0 ج 9:0 تشاکل. فان صورة 6 بواسطة 8ء تكتب 1010ء وتعرف‎ 
على النحو التالي:‎ 
Im6={ و‎ 60:38 66: Og) = 8( 


مبرهنة (4-7): 


إذا كانت 0 + ۵:0 تشاكل of‏ 6 تا زمرة جزئية في '0. 


البرهان: 
© : 6 س2 oF‏ مهاء '1- (1) و 
نفرض 0 15ء رع :8 
ما أن 6 نا ع إذن يوجد 
eC‏ ,8 محيث بع = (,8) 9 
وكذلك لا كان gh elmO‏ إذن يوجد 
0 رع میٹ 85 - (,ع) 9 
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التشاكلات 


إذن 

(وق ,( 0= (يع) 0 (ع) 0 - رع E‏ 
عليه 100 > يع اع لأنه يوجد رع ,ع في © صورته ;ع /8. 
إذن شرط الانغلاق متحقق. 
e me‏ ۲ لأن ۷-رن ۵۔ 
نفرض 1 > cg!‏ إذن پوجد 6٤ع‏ بحیث (g)=2‏ 9 
علیه: 

@y'=(8@)' = ٥ (ھ‎ 

إذن ۵ص1ء ۲(ع) 


لذا Imo‏ زمرة جزئیة في '6. 


ملاحظة 


الشکل اعلاه يوضح مواقع کل من ۷6۲0 و Im‏ وعندما © تشاکل تقابلي 
فان 100 € . 
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الفصل اٹرابع 


4-2 مبرهنات التشاکل 
مبرهنة (4-8): 
(مبرهنة التشاکل الأولى) 
لتكن '0ج+ 8:6 تشاكل من الزمرة ba YG‏ 
'6 و 9ص د 8ت هما زمر جزئية في "و 6 على التوالي. فإن: 
9ص = 0 G/ker‏ 


البرهان: 


نفرض أن عناصر 0/1668 هي انجامیع المشاركة بالشکل ا وعناصر 100 
هي بالشکل (x)‏ 6 حيث 6 ×. ولسهولة البرهان نفرض Lal‏ )= 0 :16. 
نعرف التقابل التباین © بالشکل 
109+ 0/1:ج (أحياناً 1۳8 یکتب بالشکل (OG)‏ بحيث 
0 0 دی 0 وه سا ان 0 O K=O‏ 
1. نيرهن أن العلاقة (2) معرفة تعريفاً جیداً ولكي نبرهن ذلك نفرض آن: 


8 (x) = 6 6( وذرهن‎ 
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دم سس تس مس ال[تشاکلات 
تحت هذا الشرط ستکون ب معرفة جيداً. العلاقة (3) تعنی أن ۷-16 حیسث 
16 من تعريف × و 0-1 9. لذا 


(x) = ۵ (0‏ 00.9 0= و6 و چن 9 
إذن (ن 0 = 860 


+ تشاكل وذلك لأن: 


& 


(Kx) o (Ky) =0 (x) 0 0) 


=0 (xy) 
=9(Kxy) 
ونبرهن أن‎ ٩ )K×( = 0 )1( لكي نبرهن أن م متباينة؛ نفرض أن‎ 3 


-Kx= Ky 

إذن نفرض Kx) = oy)‏ بء لذا فان (ن 6 = (x)‏ 9 (تعريف Cp‏ هذا 

Kx = Ky وهلا یکافی‎ xy" eK يعنى أن‎ 

ب شاملة وذلك oF‏ × في العلاقة (2) لا على التعين. إذن © تشاكل تقابلي. 
ملاحظة: 

من الجدير بالإشارة هنا إلى أن وجود أي زمرة جزئية سوية في 8 يعشبر لواة 

لتشاكل ما مناسب. فلو افترضنا أن 40 ۱۲ oly‏ التطبيق ]0/1 + ۲:6 معرف 


بالشکل: 


لاحظ ان في هله ا حالة .G’=G/N‏ ولبرهان أن )4( تشاكل فإن: 

v(x) t(y) =NxNy =Nxy 
واضح أن > تشاكل تقابلي وذلك لأن × في )4( هو اي عنصر في © ولذا فإن‎ 
مشغولة. نواة > هي جموعة جیع عناصر 0 میٹ‎ G/N جميع عناصر‎ 


- 103 - 


الفصل الرابع 
٦۷‏ (العنصر ا حاید (G/N‏ وهذا یکانی 76 لذا فان -<107۲. هذا 
التطبيق يسمى التطبيق الطبيعي للزمرة 6 إلى 6/11 . 
مثال (1) 
بالعودة للمشال (3) في الفصل الأول حيث F)‏ ,5) .01 - 6 الزمرة الخطية 
العامة. إذا كانت ٠6‏ × وأخلنا التشاكل + المعرف: 
F) ۲:0 7۳‏ حقل منتهي). 
حيث (x) = 06 (x)‏ + 
في هله ا حالة “8 = (6) > والنواة هي الزمرة الجزئية السوية: 
K = { x:det (x)=1 }‏ 


بواسطة المبرهنة (4-8) يكون لدينا: 


G/KsF 
حیث "۲ هي مجموعة الأعداد الموجبة غير الصفرية في ۴ (7 حقل).‎ 
ملاحظة‎ 
عندما نكون رتبة النواة منتهية فإن:‎ . 
| او‎ ss 000000 (5) 


مبرهنة )4-9( 
(مبرهنة التشاكل الثائیة) 
لٹکن 8 زمرة جزئية سوية في © (BIG gl)‏ نفرض أن A‏ 
زمرة جزئیة سوية في 0(أي 46 ۸) بحیث تتحقق العلاقة: 


0 244 
نان: 


(G/B)/(A/B)=G/A 
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التشاکللات 


البرهان: 
تمرف التطبیق م بالشکل الاتي: 
۸ 0/1 < 
میٹ 
beces noes (7)‏ 1 ز 1 1 ز 1 1 1 1 PBS (ARISES‏ 
لکل xeG‏ 


5 


ڍا 


> 


. أولاً نبرهن أن © معرفة gle‏ خلال فرض ×= × في الجهة اليسرىء 


حيث DEB‏ وبدون تغيير اٹجموعة المشاركة Bx‏ ومن ثم [ثبات أن هذا 
التعويض لا يؤثر على ابمانب الأيمن في العلاقة (7). ما أن BCA‏ فان beA‏ 
ومنه - ×4 (مبرهنة 2-14( وعليه فان ھ = ×ط۸ . 

بعد ذلك سنرى أن + هي تشاكل وذلك لأن: 


(Bx) q By) = (Ax) A (y) = (Axy) =q (B xy)‏ ب 
(لآن ۸ سوية في 6) 


 .‏ شاملة OY‏ × ني العلافة (7) هو عنصر لا على التعين في © (أي أنه يمثل جمیع 


عناصر AG‏ 
لا فان جیع ا جامیع المشاركة للزمرة الجزئية ۸ في © تظهر في ابخانب الأيمن من 
)7( 


(GIB): & 7ءء‎ (8) 


. والآن جد نواة ب (اي (kero‏ مء ×ظ إذا ونقط 13 +(Ax)=(A)‏ 


العنصر ا حاید في 6/۸. وهذا يعني أن ۸×۔ 
عليه فان ker‏ هو عبارة عن اتحاد ا جامیع المشاركة (ہ۵)ء لكل ۸ ٥٥ء‏ بمعنى 
آخر: 
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الفصل الرابع 


مبرمنة (4-10): 
[مبرهنة التشاكل الثالثة ] لتکن ۷( زمرة جزئية سوية في 0 و71 
زمرة جزثية لا على التعين في ©. 

1 NH 


Han سو‎ 


ملاحظة 

قبل البدہ ببرهان المبرهئة أعلاه نود أن نبرهن ما يأتي لتكن 11و × زمر جزئية 

فان ا جموعة الجزئیة HK‏ زمرة إذا وفقط إذا =KH‏ 1116 . 

بماأن KH‏ زمر يكون لدينا]ة - 112 و < 57 (السبب؟) نضصرض 

. إذن‎ S=HK و‎ HK=KH 

82 - HK HK =H’K? = HK =S 

لذا فان قانون الانغلاق في 5 متحقق كما وأن العنصر ا حابد 165 (ما مو 
السبب؟) 

إذا افترضنا أن «kh" eKH ùj keKyheH‏ لکن WS HK =KH‏ 
فان 5< 21611 kh‏ بمعنى آخر ٤8‏ (كلط) وهلا يعني 8 زمرة. 

وبالعکس : نفرض S=HK‏ زمرة « فإذا كانت cheH‏ 21 ۰1 8ء علط 
و kh" eS‏ كذلك 8ء"( اق فان «kh eS‏ أي أن HKCHK‏ 

إذا افترضنا آن ‏ “طح h'eH Qe kth‏ و 116 فان 


- 106- 


التشاکلات 
hk =k'h”‏ = زر 

اي أن HKc KH‏ إذن HK =KH‏ 
برهان المبرهنة: 

لتکن '6+-0:6 تشاکل من الزمرة 8ا ی الزسرة 0 شرض التطیسق 
0 <-11: ,0 وهو اقتصار 0 على الزمرة الجزئية ]5 في 0 معرف بالسشکل 
0,(h) =0 (h)‏ 

heH حبیثف‎ " 

من العروف أن في جميع التشاكلين زمرة الصور (8) ,1-9 

تكتب بالشكل المبسط 0H)‏ = 11 

هي زمرة جزئية في Hl‏ بينما نواة 6:8(0) تحتوي على جميع عناصر 11 
الواقعة في نوارة 0 أي ۵ء -ker@, =H,‏ 

ستتوسع قلسيلاً لتوضيح التشاکل الطبيعي المتباين 0/20 ج ٨:0‏ حيث 
(x) = (Nx)‏ 

عندما يشمل على الزمرة الجزئية]1في 6 زمرة الصورة 17 ستکون 
=U, (Nh)‏ (81): - 17 . 

حيث 1 تشمل جميع عناصر 11 جانب آمر '11 هي زمرة جزئية في GIN‏ 
وهي بالشكل 28/۱ 1۲. 

حيث NCBCG‏ (لاحظ مبرهنة 4.9) 

لاحظ أننا لا نستطيع في الرحلة الحالية القول بان 8<14 لأن 11 ليس 
ضرورياً تحتري ۸ حيث تصبح HN‏ بدون معنى لذا فان تال = 8 . 

(he (حيث‎ 

B=NH أو‎ 
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الفصل اٹرابع 
لاحظ Bol‏ زمرة جزئية وذلك با أن ۸ سوية بالفرض وأن NB=BN‏ لکل 
-NH=HN ale ۲‏ 


استناداً ما جاء في اعلاه فان 8 زمرة ولذا فان a, (4) = A‏ 
yy‏ أن Kerr, =N‏ فان ا117 > Kert,‏ 

لذا 1 11سوية في 1 

وبواسطة مبرهنة (4.8) فان (11) 2 < 


H 
aE وبتعويض العلاقات اعلاہ سنحصل على‎ 


تعریف (4-11) 
لكل 6٤ر‏ ,< ,© زمرةه نعرف الکومیوتیتر بالشکل 


سح ا ۲ 71 ] 
مجموعة جمبع الكوميوتيترز في © تكوّن زمرة تسمی الزسرة المشتقة أو زسرة 
الکومیوتیترز في 6 يرمز فا بالرمز 60 وتعرف: 

)10( ا ببب000000000 0 07و Gel PY‏ 


حاصل ضرب عنصرين من "0 لیس ضرورياً أن يكون کومیوٹیتر وعليه فان 
'0 كتبناه بالصيغة )10( أي أنه يتولد بواسطة جمیع الکومیوتیترز في 1G‏ 

من الواضح أن 1-[لا,»] إذا وفقط إذا × بر= × G'={L} oly‏ إذا وفقط إذا 
© ابيلية Ja)‏ تستطيع برهان ذلك؟). 
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التشامعلات 


مبرهنة (4-12): 
1. الزمرة الشتقة 0۳ سوية في 40(6 '6) و 01/6 أبيلية. 


2 كانت H‏ أي زمرة جزئية سوية فی © حيث 6/87 
أبيلية ‏ فان ۴ > ام 


البرهان: 
1 لكي یکون 6 '0 يجب برهان أن لكل teG‏ فان x,y] ٤6‏ 
بواسطة مثال (1): من ۰2-5 یکون لدینا: 
xy} [x y']‏ 

ولا كان الطرف الأيمن هو كوميوتيتر فإنه ينتمي إلى '© وعليه ۰6 6. ٠‏ 

بعد ذلك سنبین أن المجاميع المشاركة 0 Gy,‏ متبادلة أو (Gx, Gy]=G"‏ 
G'y)‏ زلم 'ززہ) "جم - (رہ [G'x,‏ 

xy‏ اپ رنے 


=G'[x y] 
= G' 


[xy]eG' oF‏ عليه فان 06/0۳ أبيلية. 
2. نفرض HAG‏ إذن بالإمكان استعمال الحسابات الواردة في (1) من خلال 
وضع 11 بدلاً من "0 وسنجد أن: 
(Hx, Hy]=H[x,y]‏ 
وعندما تكون "0/0 أبيلية» فان الجانب الأيسر سيكون مساوياً إلى العضصر 
ا حاید 6/11ء آي يساوي ۴1 لذا Dy yleH‏ ا أن »دلا عنصرین لا على الستعين 
فان مولدات '6 تقع في 1 لالك 11ح '6. 
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الفصل الرابع 


مبرهنة (4-13): 
لتكن 11 و K‏ زمر جزثية سوية في © محيث (1)-111. فان 


كل عنصر من 11 يتبادل مع كل عنصر في 16 
البرهان: 
نفرض أن hk‏ 2-971۲ حیث 8 ,عا عناصر لا على التعين في 11 د۸ 
على الشوالي. بسا أن 6ا فان Wy by=k'hkeH‏ 11ء رط ط۶د 
بنفس الطريقة بالنسبة إلى OPK‏ 1 2. 
عليه (1)-ا 2211 لذلك 2۱ أي أن chk =kh‏ 
درسنا في )4-1( بشيء من الایجاز التشاکل وقلنا أن التشاکل ٥‏ یسمی تشاکل 
تقابلي ذاتي داخلي إذا حقفت الشروط الآنية: 
1 9 شاکل۔ 
2 0 متباينة وشاملة. 
.G=G' 3‏ 
4 ۵ هي علاقة نرافق. 
سنحاول الآن دراسة هذا النوع من التشاكلات ہشيء من التفصیل. إذا كانت 
کل من > ,8 تشاكل بواسطة الترافق بحيث 
6ح 6 cB:‏ 
معرفة بالشکل: 
«(Bx‏ = رم مع 
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التشاکلات 
حیث 0 فان مجموعة جيم التشاکلات على 0 تکوّن زمرت تكتب 
بالشکل (0) ۸ء وتسمی زمرة التشاکلات التفابلية الذاتية بواسطة الترافق. حيث أن 
العنصر ا حاید في 6 هو العنصر ا حاید 1 في AG)‏ والذي يثبت کل pate‏ في 0 آي: 
)11( موه )هو راو امه وی اوھ (SG): 1G)‏ 
معکوس ‏ هو >. لذا فان (x)‏ "> هو عنصر وحيد مثل لني 0 بحيث 
(y) =x‏ ». لاحظ أن هذا العنصر موجود لکل × OF‏ > شاملة. وبا أن > متباينة 
«ker = ) 1 } of‏ هذا يعني أن » حافظ على رتبة كل عنصر GY‏ إذا كانت 
(x)‏ »دير و 21 "× فان: 
GP <‏ ]-(۳) =1 (بسبب کون  )(‏ (٭) >= () (oc‏ عليه 
فان x‏ ولا هما نفس الرتبة. 
باختیار ۱260 Xe‏ اختيار التطبیق + الرافق ها بحيث: 


6ج ۲:0 


)12( الوا لوو م للح ا ا ا ا (KEG) TDS EXTER‏ 
براسطة مثال )1( من )2-5( فان + تشاكل من 6 لنفسه وبا حقیقة هي تشاکل 
تقابلي ذاتي داخلي. لأنه إذا كان 1> '× فان 1= × لهذا فإن نواة > هي (1) WS‏ 
فان + متبايئة. وعندما ۷26 فانه ×٤6 dey‏ محيث بے اس اي "ا اع 


بمعنى آخر > شاملة. 
عليه فإن + في العلاقة (12) الحادثة من الترافق تسمی التشاكل التقابلي 
الذاتي الداخلي. 


تفرض (1)0 مجموعة جيع التشاکلات الداخلية. سنبرمن أن (6)] تکون 
زمرة تحت العملیة التركيبية للتطبیق. لتكن »© تشاكل داخلي معرفة بالشکل:. 
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الفصل الرایع 


(xeG (حبث‎ e) =r ۲ ۰ 


لذا: 
xr)‏ "6ع = to (x)‏ 
et'r'xrt‏ 
(rt) ۲۵‏ = 
أي آن 
)13( 7ببب-202-20-020-02 2 2 2 2 2 2 اس (RES Bloat‏ 


لذا فان تركيب التطبيق to‏ يقابل الترافق بواسطة ert‏ هذا يعنى أن قائون 
الانغلاق متحقق 1G) fob‏ واضح أن (1)6ج1 من خلال فرض tl‏ و 

تقابل الترافق بواسطة '-:. أي: 
txt acy xt?‏ ےن ام 


عليه 1G) dp‏ زمرة. 


مبرهتة (4-14): 
لیکن Sy Z(G)‏ 6ء فإن: 


1 )0( 2 0/2 )6( 
اثبرهان:‎ 
تعرف (6) 1+ 6:ص بالشکل:‎ 
(te 0 Lam) PERT sese (14) 


st تشاكل داخلي مستحدث بواسطة‎ ty 
تشاكل لأن العلاقة )12( تعطینا:‎ © 
9 ۲ - (D ©) 
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التشاکلات 


كذلك + شامل لأن أي تشاکل داخلي نحصل عليه من عمل 0 على عنصر 
مناسب في 6. لذا: 


9(G)= 1G) 
والان جد نواة ». نحن نعلم أن 1611070 إذا وفقط ]13 كان التشاكل الداخلي‎ 
المستحدث بواسطة ؛ هو التشاكل الأحادي:‎ 


(xeG) x'=x 
هىلا 2 -1670. وبواسطة مبرهنة‎ .teZ(G) هذه العلافة تکافی العبارة‎ 
التشاکل الأولى فإن:‎ 
1062) 
)2( مثال‎ 


نفرض =1,yx=xy)‏ خوے G=(xy:x?‏ زمرة رتبتها 4 لذا فان هذه الزمرة 
تحتوي على ثلاث عناصر رتبة كل منها نساوي ۰2 والتي يمكن ترتیبها بواسبطة 
٭. لذا فإن كل ترتيبة من الترتيبات الست تكون تشاكل ذاتي» لأنه إذا 
افترضنا أن العناصر الثلاث هي 2 فان xy=z‏ لذاإذا كانت 
کے تھے بلاج( Lin @az, x‏ غصل على 2 < ۸۳ 
یتبم من ذلك أن 6 ما ستة تشاکلات داخلية. عليه فإن ,8> (6) ۸ 
(لاحظ 1-3( 
تعریف )4-15( 


الزمرة الجزئية 53 في الزمرة ‏ تسمی الزمرة الميزة إذا لم تتغير 11 تحت تأثير جميم 
التشاكلات التقابلية الذاتية H)‏ ثابئة). 
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الفصل الرابع 

مثال (3) 
مركز الزمرة ZG)‏ هو زمرة مميزة, GY‏ إذا (2)0 >۶ فإنج: - »2 لكل 
60ء . عليه فان لکل (0)  )2 (2 (x) » (2) vce A‏ لکن » 
شاملف oc (x)‏ يمكن أن تساوي أي 66 ۷. 
لذا © » ر y=‏ » لکل ۱60 اي rol‏ 

«< Z(G) c Z(G) 

والعکس Lal‏ صحیح Z(G)‏ » > (0) 2ء من خلال تبدیل » باے۔ 
إذن: 


» Z(G)= Z(G) 


برهن أن جیع الزمر الميزة سرية في ©. 


مبرهتة (4-16): 
إذا كانت NAG‏ حيث N‏ زمرة جزثیة Hy‏ زمرة جزئية بميزة في N‏ 
فان 40 .H‏ 


البرهان: 


لتكن 120 لذا فان التطبیق + العرف في (12) هو تشاکل ذاتي ل21. لذا وما 
أن 8 = 60 > لن 1ا ميزة في N‏ فان ght Ht=H‏ أن 46 11. 
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اتتشاکلات 


تمارین محلولهة 
1. لٹکن 2= 6و ۰-22 حيث 2 جوعة الاعداد الصحيحة نعرف التطبيق ۶ 
بين الزمرتين الجمعيتين 2 و 92 بالشکل: 
f(m)= nm‏ 
حيث 2 106. 
برهن أن ۶ تشاكل. 
البرهان: لتكن 2 6 .m,m,‏ لذا فان. 


+m,)=n(m, +m,)‏ رہ)۲ 


=nm,+nm, 
=f(m,)+£(m,) 
اذن ۶ تشاکل‎ 
و 00-252 زمر جعية ولتكن 0 - ۶:6 تطبیق من 6 ال‎ G=Z نفترض‎ 2 
۱ معرف بالشکل:‎ 0" 


f(n)=(n,0) 
برهن أن ۶ تشاکل.‎ 
البرهان‎ 
فان‎ n,n, >2 لتكن‎ 
f(n, +n.) = (n, +n,,0) 
=[(n,,0)+(m,,0)] 
=f(n,)+f(n,) 
آذن ۴ تشاكل لکنها ليست شاملة‎ 
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الفصل الرابع 
3. إذا كانت 2 +- ۶:2 حیث f(m)s-m‏ فان ۶ تشاكل متباينة وشاملة. 
البرهان: 
نفرض mm, > 2 of‏ للا فان: 
f(m, +m,)=~-(m, +m,)‏ 
=m, ~m,‏ 
f(m,)+ f(m,)‏ = 
۰۰ تشاکل 
نفرض f(m,)=f(m,)‏ 
إذن ~—m,=-m,‏ وعليه فان m,=m,‏ 
إذن ۶ متباينة 
واخيراً mal‏ عنصر لاعلی التعين في 2 فان ۶ شاملة. 
4. لتکن 0ج ۴:6 تطبيق معرف بالشكل 
:8" -(ع)؟ حيث 80 عنصر معين في 6 و teG‏ 
برهن أن ۶ تشاكل تقابلي ذاتي- 


البرهان : 
تفرض 66 ,8 ١‏ 8 
إذن 
ايع + f(8, +82) = "(Bı‏ 
ار gt+‏ = 
f(g) + f(8)‏ = 
إذن ۶ تشاکل 


لتکن (ر۴)8 = (,۴)8 

إذن رع tig t=‏ (بالتعريف) 

لذا 

۲ = اع" (بالضرب في ؛ من جهة اليسار و ۲ من جهة اليمين) 
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| لتشاجلات 
وعليه فان رع = ,2 
إذن ۶ متباينة 
ما كان ع عنصر لأعلى التعین فان ۶ ALLE‏ 
؟ هذه تسمی تشاكل تقابلي ذاتي لانها عبارة عن ترافق 
5 نفرض (1-,1) +-8:2 تشاكل» حيث 2 زمرة جمعية و(1-,1] زمرة ضربية وأن: 


اذا m‏ عدد زوجي 1 
حقق صحة المبرهنة (4.8) اذا m‏ عدد فردي ]= £(m)=‏ 


البرهان : 
لتكن ,5 مجموعة الاعداد الصحيحة الفردية و ,8 مجموعة الاعداد الزوجية واضح 
أن ی5 = Kerf‏ وأن: 


211۵ =Z/S, 
={8,,8,} 


وعلیه of‏ (1-,ا) = [,5,,5» حيث = تشاكل تقابلي 
ملاحظ: ۶ تشاکل شامل (ماذا؟) 
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اتفصل الرابع 


تمارین الفصل الرابع 
. إذا كانت الدالة 0 - 0:0 شاملة محيث: "× -() م برهن أن م تشاکل 
تقابلي ذاتي إذا وفقط إذا © أبيلية. 
2 لتكن '6 + 6:م دالة بين الزمرتين 6 و "0 معرفة بالشکل: '1- ()0 
لكل xeG‏ فان "126 هو العنصر امحاید. 
3. نفرض 2 ج-0:2 دالة معرفة بالشکل 


2x‏ جہ لام 
لكل ٤2‏ ×. برهن أن © تشاكل تحت عملية ابلسع. هل آنها تشاكل تست 
عملية الضرب ولاذا؟ 
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زمرةالترتیبات 


5-1 صفوف الترافق 4 م5 
2 الدورات ASLAN‏ 


5-3 الزمر التمدية 3 Spy‏ 
5-4 الزمر البداكية 
تمارین محلولة 

تمارین الفصل الخامس 


زمرة الترتیبات 


الفصل الخامس 
زمرة الترتیبات 
Permutation Group‏ 
درسنا في الفصل الأول زمرة الترتیبات بشيء من SLEW‏ سنحاول ني هذا 
الفصل التوسع في هذا النوع من الزمر وذلك لأهميئها النظرية والتطبيقية. 
5-1 صفوف انترافق 2 Conjugacy Classes Sq‏ 
تعریف )5-1( 
لتکن × مجموعة منتهية غير خالیق فان الترتيبة (تسمی تبديلة احیاناً)؟ على × 
هي دالة ×+ ×: ۴ بحيث 7 متباينة وشاملة. 


ملاحظة 
إذا كانت ؟ وع دالتين من × إلى × فان تركيبهما fig‏ هو دالة تعرف بالشكل: 
ORAS 0‏ اا FE GREE‏ 


لكل ×> ×. الدالة هذه (اي الترئيبة) متباينة وشاملة. 

مثال )1( 
مجموعة جیع الترتیبات العرفة على × هي زمرة تحت عملية الضرب لأن 
الضرب هي عملية ثنائية كذلك فان ترکیب الدوال تجميعية. آما الدالة الأحادية 
فتعرف XX‏ حيث -(0] لکل × في × هي العنصر ا حاید وأخخيراً إذا 
كانث ؟ ترتيبة معرفة على × فان "۴ هي معکوس ؟ وهكلا فان جموعة 
الترئیبات العرفة على × تکوّن زمرة. 
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اتفصل الخامس 

إذا كانت عناصر ا جموعة النتهية × أعداد صحبحة 1,2,3,...,١‏ فان مجموعة 
جمیع الترتیبات الواردة في المثال (1) تسمى زمرة التناظر ويرمز فا بالرمز ,5 (لاحظ 
الفصل الأول عندما 3= (nm‏ يمكن تمثيل الترتيبة التي درجتها « بالشكل: 


حیث (0* - ر× هي صورة [ بتأثير ۶ 
لاحظ أن الصف الثاني في العلاقة )2( هو عادة ترتیب الاعداد 5ر...,2,اء 


ج 
برهن أن ode‏ الترتيبات هي !د (مضروب 0). 


من المکن اختزال العلاقة (2) بالشكل البسط التالي: 


وللزيادة في التبسيط نفرض: 


ae 2 SSeS 4....؟‎ 


لاحظ أن السطر الأول في (5) هوا لصف الثاني للعلاقة (2). 
عليه: 


زمرة الترتیبات 
نستطیع القول أن للحصول على و ۰:۶ نوثر على كل رمز في ؟ بع بمعنى 
آخرء نؤثر على كلا الصيغتين fb‏ أي: 


مثال (2) 


1234 
f=‏ , - 8 . إذن Ss‏ 
82 ند جار 


رو 4 3 2 2 142 
على كل رمز في* تج )3 ر 1 20 31 ات 


الآن نستطيع تطبيق الطريقة أعلاه على الدورة التي درجتها k‏ أي: 


۷ = (Ks Xas hy) 
2 تی‎ 9 2) 
Hose Nase MEER 


0070 پچ ھی شر 
سدم ل ae‏ ]حور 2 


Page 
کرو ولو(‎ ( 


7ص و 
حرص ?)2413 


وباستخدام العلاقة (6): 


أو 

0( 0 ز ز ز ز ز ا My)‏ وک Bq.‏ و BY.‏ 
لذا فان أي ترتيبة ؟ يمكن التعبیر عنها کحاصل ضرب دورات مفصلة عن 
بعضها: 


| Û, ہس‎ 
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القصل الخامس 
من العناصر علی التوالي. 
الأعداد في (9) تسمی نموذج الدورة للترتيبة ۴. هذا فان جیع النماذج للزمرة 
التناظربة ٩,‏ هي عبارة عن تقابل متباین (1-1) جامیع الأعداد في (9) BE gly‏ 
الشرطان: " 
1ء ,0 ک ... ک Sm,‏ ,10 ک1 
m, +m, + ...+ 13, =n 2‏ 
إذا کانت ۴ تحتوي على إا من الدوران ذي الدرجة CL)‏ ورا دورة درجتها )2( 
وهكذا ہا ذي الدرجة om‏ فان ؟ التي تحتوي على 7 من الدوران يمكن کتابتها 
بالأعداد الغير صفرية بالشکل: 


التي تحفق العلاقة: 


نوی وم مه مت سم وس سو fy SM‏ ا وا 2ب با 


مبرهئة (5-2): 
أي ترتیبتین في ,5 مترافقتین إذا وفقط إذا هما نفس الرمز الدوري. 
البرهان: 
لتكن ٤‏ ترئيبة يمكن تحلیلها مجموعة من الدورات النفصلة عن بعضهاء اي 
Wo)‏ )ولا ر۷) )...یھ f =0, ... On = (K‏ 
حیث درجة ,0 هي m,‏ وإن 
=n‏ ,۲۳ +۲۰۱ وت + 10 


إذا كانت ع ترتيبة لا على التعين (لاحظ 4( فان: 
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زمرة الترتیبات 
"û, 8(...)22, 9‏ 6) 2 ,5-218 ؟ ”و م 
Wh...)‏ )...ولا (XÎ X2 MYL‏ = 
...0 - 
حیث :۵, ,8,.... ,:2 دورات منفصلة عن بعضهاء لأن ع تطبیق متباین؛ لذا 
فان ۵ ها نفس النموذج الدوري كما هي ۶. 
نفرض العکس: إذا كانت ۶ و8 مما نفس النموذج الدوري فان الترئيبة: 


ی لو _(x‏ 
سے 7 ان م 1 ان 
Vy YW Wa‏ وم Xp‏ 


تمتلك الخاصية: 
2-۸ 
عليه إذا كانت ,5 تحتوي علی ‏ من صفوف الترافق فان k‏ تساوي عدد تجزئية 
« الموجود في المجموع العددي الوارد في (9) . 
مثال (3) 
أوجد صفوف الترافق في +S,‏ 
الحل: صفوف الترافق هي: 


(12) | 3 ۱ 
003 | 023 | 
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الفصل الخامس 


فمثلاً 1734 تمثل التجرثة: 


4+4 +1+1+1+3 
للعدد 14. 


مثال (4) 
الترتيبة (67) (1()2()3()45) نقع ضمن التجزئة ?2 کا 
عندما 5= ھ فان (2 1) تعطینا التجزئة: 
5 ,23 ,123,1214 ,72 ولا 
لایجاد عدد العناصر في صف الترافقء يمكن استخدام البرهنة التالية: 


مبرهنة (5-3): 
إذا كانت ۶ god‏ على رمز دوري يتقابل مع التجزثة: 
nh‏ ون و2۳ ,"1 
فان عدد الترتیبات التي تترافق مع ۴ في ,5 يساوي 


20 0 
)13( انچ COP‏ دی 2۳ با 


حيث hy‏ هو دلیل مرکز ‘S, df‏ 


البرهان: 
من المکن کتابة الرمز الدوري للترتيبة ؟ بالشکل BAM)‏ 12): 
(ھ..٥٥)(ہ...::)(ہ..,٥٠٥)..‏ )00( (e) (e)... (e) (ee) (oe)...‏ دع 


(14)... ا من الرات دا من ارات رأ من المرات 
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زمرة الترتیبات 
نحن نعلم أن هناك !ھ طریقة لترتیب 1 من الأعداد. نفرض أن را دورات من 
الدرچة ز في العلاقة )14( (ه > ز > 1)» فان هذه tht‏ من الدورات یکن إعادة 
ترتیها مع بعضها ارا بدون تغير عناصر ,8 الاجة. 
لما كانت كل دورة في ,5 تکتب بالشکل: 

(K, X2 Xj) 


والتى يمكن کتابتها بعدد ز من الطرق الختلفة وذلك لأن: 


( ول‎ ov Xj) = (Xa Kg ee ع 2( ركرك‎ = OK; X د۱‎ Ky) 
”زارا من الرات. على العموم فان هذا‎ ate عليه فان کل عنصر في ,5 یمکن‎ 
العنصر من صف الترافق ل يتكرر:‎ 


پا خی آ98 1۳ 
من امرات. 
دا فإن عدد العناصر في الصف هو chy‏ ولا کان ,8 هو دلبل مرکز؟ في ,5 
(لاحظ مبرهنة )3-3( فان )13( تكون صحيحة. 
مثال (5) 
آوجد صفوف GHA‏ لزمرة التناظر ,5. 
ال حل: با ان 5-4 وباستخدام الصيفة (12) فان صيغة التجزنة هي: 


1, 13, 27,2, 4 
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الفصل الخامس 


أي أن صفوف الترافق ستکون 


9 00 
[aaa] | 200300 |‏ ] 
| 204003 1-1 103024 ] 
2000202 | | 042ھ أ 
(4()123) 
(4(032) ]| 


مبرهنة (5-4): 
لتكن ٤‏ ترتيبة رمزها الدوري هونفس الصيغة الوجودة في (12) فان 
رتبة مرکز ؟ في ,8 هي 
)15( سس لیا ہا tal‏ "2 ۷ا 21۴| Cs,‏ | 


البرهان: 
حرفنا من ميرهنة (5-3) إن hy‏ هو دلیل المرکز للترتيبة ۶ في الزمرة ,5. عليه 
فان (15) تکون صحيحة. 

مثال (6): 
الترئيبة (5) (4) (3) (12)-5 هي إحدى pole‏ ,8 وتقع ضمن صف الثرتيبة 
التمثلة بالتجزئة "2 1 ذن: 

[C(9 | 21۱ P3t=12 
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زمرة الترتيبات 


وهي الترتیبات: 


)5( )4( )3( )2 1( (5) (4) (3) )2( (1) 
_ )5 4( (3) )12( )5 4( رق )2( )1( 


مثال (7) 
لتکن (1,2,3,...,8) -© دورة عدد عناصرها 1. IY‏ فإن: 


عليه فان رتبة مرکزها تساوي .١‏ [لاحظ الصيغة (14)] 

Two Cycle ائدورات الثنائية‎ 5-2 

تعریف )5-5( 
پسمی الترتیب الذي درجته 2 أيء الترتیب الذي يتكون من دورة واحدة طوفا 
2 وبقية الدورات طوفا 1ء ترتيبا ثنائياً. معنی آخرء هو الترتیب الذي بثبت جییع 
العناصر عدا عنصرین. 


ملاحظة 
الترتيب الثنائي بقع دائماً ضمن صف الترتيب الممثل بالتجزئة 2 1. 
مثال (1) 
1. الترتيبة الثنائية في ,8 هي: 
)23( )1( 
)13( )2( 
)3)(12( 


وجیعھا قثل بصف التجزئة 2 1. 
2. أما الترتيبة الثنائية في ,5 هي: 
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haat‏ اناما 
4 3) )2( )1( 
G) 4)‏ )1( 
)23 )4 )1( 
)4 1( )3( )2( 
)13( )4( )2( 
)12( )4( )3( 

وجیعها ترتيبات ثنائية ضمن صف الترافق 2 *1. 
ملاحظة 


موی و کا , n(n~D‏ 
عدد الترتيبات الثنائية في a: ٩,‏ د 


مبرهثة (5-6): 


كل ترتيبة يمكن تمثيلها بشکل هو عبارة عن حاصل ضرب ترئيبات ثنائية. 


البرهان: 
كل ترتيبة يمكن كتابة رمزها الدوري على شكل دورات كل دورة يمكن تمثيلها 
على شکل حاصل ضرب ثنائيات بالشكل: 

(x, xX, تب‎ E RE FE ہے‎ (, X,) 

مثال (2) 

الترتیبات (123) (4)و (1423) مکن کتباتها ہالشکل: 


(123)=(12)(13) 
(1423)=(14)(12)(13) 


نستطیع الآن القول بان الزمرة التناظرۃ ,8 يكن تکوینها (تولیدھا) سن )0-1( 
من الترتیبات الثنائية: 


(ھ1) ... ,)13( ,)12( 
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زمرة الترتیبات 
تعلمنا من الفصل الأول أن عتاصر ,8 تصوزع إلى جسوعتین متساويتين» 
ا جموعة الأول تسمى مجموعة العناصر الفردية وهي ليست زمرة لأنها لا تحتوي على 
العنصر ا حاید: آما امحموعة الثانية فتضم العناصر الزوجية وهي OS‏ زمرة تسمی 
بالزمرة المتناوبة (أو المتذبذبة) وتکتب بالشکل ,۰۸ 
تعريف (5-7) 
الترتیب الزوجي هو ذلك الترتيب الذي يمكن كتابته بشكل حاصل ضرب 
عدد زوجي من الترتيبات الثنائية» اما الترتيب الفردي فهو الترتبب اللي 
يمكن كتابته كحاصل ضرب عدد فردي من الترتيبات الثنائیة۔ 
۱ 


العنصر ا حاید في ,5 هو ترتیب زوجي. 


مثال )3( 


نفرض: 
(5) (4 23 2=)1 (5) (4) (3 2 1( = × 
t=(1 2) )3( (4) 6)‏ (3 (5 4) (2 1) = ۷ 
لاحظ أن × ولا ترتيبات زوجية والترتیبات 2 وا ترتيبات فردية وذلك لأن: 


y=(12)(45) , x=(1 2( )1 3( 


برهن أن ۷ ترتیب زوجي. . 


كما أن 2 وا ترئیبات فردية لأن: 
t=(12),  2=(12)03)(14)‏ 
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الفصل الخامس 
(12) (14) (13) (12) < ] 2 
(14) (13) = 


إذن 26 ترتیب زوجي. 


مپرهنة (5-8): 
يمكن تولید (نکوپن) A,‏ ,3 < ۰2 بالترتييات: 
(12) .... ,)124( ,)123( 


البرهان: 
درسنا في مبرهنة سابقة بان أي ترتیبة يمكن التعبیر عنها کحاصل ضرب نرتیبات 
ثنائية من الشکل (10) .ما كانت کل ترتيبة زوجبة يمكن کتابتها کحاصل ضرب 
عدد زوجي من الترتیبات الثنائية فان A,‏ يكن تولپدها بالأزواج. 

(1D) (1j) 
باستطاعتنا افتراض أن في کل زوج بکون رس‎ ob )1(” =1 وجا أن‎ 
والآن‎ 
(HX) = (Hj) 
فإذا كانت 2= 1ء فان الزوج من الترتیبات الثنائية تساوي إحدى الثلاثيات‎ 
: نلاحظ أن‎ WB كذلك عندما 2=ز‎ dea All الوجودة في‎ 
(1i)(12) = )112( = (12i) 
و 2<[ فإننا سنستخدم العلاقة التالية:‎ i> 2 وبصورة عامة عندما‎ 
(li) = (12j)(2i)(12j)" 
کن‎ CUA) = Cif) لدا ففي جمیع الاحتمالات فإن ا جانب الأيمن من العلاقة‎ 
التعبير عنه بدلالة الولدات في المبرهنة.‎ 
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زمرة الترقيبات 

Transitive Groups Sq 2 الزمرالتعدية‎ 5-3 

سنتکلم في هذا الجزء عن الزمرة الجزئية © في زمرة الترتيبات التي توثر على 
ا جامیع }1,2,3,...0{ أو -. a,b,c‏ 
تعریف (5-9) 

يقال للزمرة الجزئية © في ,8 بانها زمرة متعدية إذا اعطینا زوج من العناصر × 

ولا فإنه توجد على الأقل ترئيبة واحدة في 0 والتي تنقل × إلى cy‏ عدا ذلك يقال 

لما زمرة ليست متعدية. 


ملاحظة 
نرمز للترتيبة التي تنقل العنصر x‏ للعنصر لا بالرمز برع .لاحظ أن ry‏ تنقل لا إلى 
xX‏ 

مثال )1( 


الزمرة الجزئية في ,8 
G={1, (12), (34), (12) B4)}‏ 
التي رتبتها 4 هي زمرة ليست متعدية وذلك لآنها لا حوي على نرتيبة تنقل ! إلى 
bay .3‏ الزمرة: 
G'={1, (12), )34(, (13) (24), (14)(23)}‏ متعدية. 


تعریف )5-10( 
زمرة الترتيباث التي تثبت العنصر x‏ وتکتب بالشكل G,‏ تسمی الزمرة 6 التي 
تلبت ×. 
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الفصل الخامس 
مجموعة الترتیبات في ,5 التي تثبت كل عنصر من عناصر اٹجموعة ۸ تكوّن زمرة 
تسمی الزمرة ا ثبتة لعناصر A‏ وتکتب Guy‏ وتعرف بالشکل: 
={teG: ۲0۵ VxeA}‏ ںہ 
آما التي تلبت A‏ کمجموعة فتعرف بالشکل: 
Gu ={teG: (eA; VxeA}‏ 
مثال )2( 
في الزمرة ,5 
Gan = ) 1,03 4), (1 2), (1 2) (3 4) }‏ 
G4}‏ 1{ <ریںہ 
G, = )1, G4). (1 4), (1 3), (1 34) }‏ 


تعریف (5-11) 
زمسرة الثرتييات 6 على ا جموعة × تسمى LS‏ التعدي إذا لكل 
(x,y), )(‏ توجد ترتيبة ۲٤6‏ محيث آن: 
۴0۵ ور ہرد 
وب‌صورة عامة: 6 نونية التعدي إذا وجسدت [ی× ب ري {X15‏ 
وملا XO Lyn Yas os‏ بحيث: 


(i=1,2,..., n) 23:7 


برهن إذا كانت 8 ثنائیة التعدي فان ,0 مرة متعدية وإن: 
س6إ |G|=n. |G,|=n@-1)‏ 
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زمرة الترتیبات 


نرمز *8-(8) م حيث 860 -aeX,‏ 


مبرهنة )15-12 


|8] : نذا <|0۵| حيث atgeG}‏ |- تو , ,0 مثبت 8 في 0 


البرهان: ما أن 
gh" eG, ogeG, h‏ جود a"‏ لود a‏ 
(حیث ظ ,0 جموعة مشارکة). 


فان عدد العناصر في a?‏ هو نفس عدد الجموعات الشاركة الیمنی ظ ,© في 6. أي: 


مبرهئة (5-13): 
كل زمرة منتهية تتشاکل تقابلیاً مع زمرة ترتيبات. 


البرهان: نفرض أن: 
an by (‏ بوط ور ) > 6 زمرة DYES,‏ 
لذا فإن: 


G, ={b, x, b, x, ...b, x }=6‏ 
حیث xeG‏ لأن 0 زمرة. 
إذا افترضنا أن 8ا دالة معرفة بالشکل: 
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tts just 
b 3 
7 ۱ By ۱ 


bx b,x ...b,x 
b 8ا م9‎ 
لت ]دنہ‎ ۱ 
biy bay... by 
فإن:‎ 
b تا .. وا‎ 
ات ہت اس‎ ۱ 
b,xy b,xy... b,xy 
لذا:‎ 
h(xy)= bı با‎ .. by مرا‎ Da ما‎ 
5۰ب‎ 1:98 
03-7 
فا‎ be. bE] Lb, وت‎ bg 


bh) hy) 


مپرهتة )5-14( 
زمر: الترتیبات © من الدرجة ھ تکون متعدية إذا وفقط [ذا دليل مثبت 
العدد1 هي ر1 هو ۔ 


البرهان: Obey‏ = 
من الفرض 6 تحتوي على gall‏ 
10 
والتي تنقل 1 إلى د .... «2 ,1 على التوالي. ا جامیع الشارکة 
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زمرة الترتیبات 
)0 موی سد ا جو جوج و لدو اندي پک Gy‏ مت و ورگ ارتا Gy‏ 
هي مجاميع واضحة وذلك لان أي مجموعة من ا جامیع ,© ,6 تنفل 1 إلى 1 
ولذلك فهي تختلف عن تلك التي في ر,» ,6 حيث زا 
ولكي نبرهن أن ال جموعات في (2) هي قائمة ا جموعة كاملة. لتكن PEG‏ وإن 8 
jas‏ 1 إلى ×. لذا 0 8ء عليه فان ئن ,8 تترك 1 بدون تغير» أي أن 6ء ارم ,8. 
عليه یه BEG,‏ والتي تبرهن أن اتحاد ا جامیع الواردة في (2) هي الزمرة 0 AUS‏ 
عليه فان 0:0,[<0] 


برهان: >= 
نفرض دلیل ,0 في 6 هو 1 ولتکن: 
3 12 1 1 1 1ذز1 1 1 1 1[ 1 1 SEO‏ ا اا ات 


هي ترکیب ا جاميع المشاركة 01 نسبة إلى 0. سبرهن في البدابة أنه لا توجد 
ائنتان من الترتیبات: 
ee Ty wees‏ وی و 

هما نفس التأثير على العدد 1. نأحذ العکس ونفرض أن ب۶ بر كليهما ينقلان 
1 ال x‏ لذا 17 تبت 1ء وعلیه فبان ٤6‏ ۲.۲ ولذلك فإن رعر6< 6,۲ 
(مبرهنة 2-14). وهلا غير مکن إلا إذا كان ز -1. 

عليه فان الترتيبات (3) مکن اعتبارهاء وبترتیب معين» الترتيبات الوجودة في 
(1). من الملائم ترئيب (3) بطريقة ما بحيث أن =٩,‏ ,»؛ حيث 2 ong‏ ,2 راا 


واخیراً إذا كانت × ول أي رمزين OB‏ ",۶,۳ تنقل × إلى y‏ نستنتج من ذلك بان 
G‏ متعدية. 


مبرهنة (5-15): 
رتبة الزمرة ا متعدیة من الدرجة 2 قاسمها . 
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الفصل الخامس 


البرهان: 
لأن رتبة الزمرة النتهية ثقسم بواسطة دلبل أي زمرة جزئية داخلها (مبرهنة 
لاکرانج). 


مبرهنة (5-16): 
رتبة الزسرة المتعدية التي تتقل 1 سن الرسوز والتي درجنها 2 


قاسمها هو: 
(n~k+1)‏ ... (1-ظ) 2 


البرهان: 
نفرض ‏ زمرة متعدية تتقل ‏ من الرسوز. لتكن ۵ هي صدد ا جامیع الرتبة 
اثتضمنة ءا من الرموز الختارة من 0 من الرموز التي توثر علیها . 

]203 
s=n(n—-l) .. (n~k+1)‏ 
ما أن G‏ ينقل k‏ من الرموز وآ هي زمرة جزئية التي ثثبت كل واحد من الرموز 
sack‏ و2 و 
براسطة مبرهنة (5-15) فإن دليل 11 في © يساوي 5 المجاميع المشاركة لا في 6 
متبايئة تقابلياً مع 5 من ا جامیع التي تتضمن كل منها »1 من الرموز. 

مثال (3): 

في الزمرة ٠۸»‏ الثبت للرمز 1 هو 
)243( ,)234( ,1: ,6 
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زمرة الترتيبات 
لذا فان 4- 12 -[,6: بقل والي تؤكد أن A,‏ متعدية. OW‏ ,© متعدية على 
4 ,3 ,2 إذن مثبت 2 في ,۰0 لیکن Gy,‏ يختزل إلى 1 وللا فهو ذو دليل 3 في 
,0. با أن ,6 ليست متعدياً على 4 ,3 فان A,‏ ثنائي التعدي. 
5-4 الزمر البدائية Primitive Groups‏ 
نفرض أن © زمرة متعدبة وان ترئيبات 6 نؤثر على 2 من العناصر وترتبها 
بالشكل ؛ من الصفوف وہ من الأعمدة بحيث 0-۱5 أي بالشكل: 


من الأعمدة 


بحيث لا يمكن نقل أي عنصرين من صفین ختلفین إلى أي عنصرين من نفس 
الصف وبالعکس أي عنصرين من نفس الصف لا يمكن نقلهما لصفين ختلفین. 
تعريف (5-17) 
الزمرة التي تمتلك الخاصية اعلاه تسمی الزمرة اللابدائية والزمرة التي لا تلك 
مثل هذا النظام تسمى زمرة بدائية. 
مثال )1( 
الزمرة الدورية 6 التولدة بواسطة العنصر(4 23 1) المتكونة من الترتيبات: 
((1432) ,)1324( ,(1:)1234] 


هي زمرة لا بدائية والنظام اللابدائي التابع هو: 
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الفصل الخامس 


13 
24 
الترتيبات الأربعة في 6 الذكورة اعلاه تبدل هذا النظام إلى: 
١‏ 42 )31 )24 ]13 
3 |42 ۱۳ 31 [24 


على الترالي 


زمرة الترتيبات الثنائية التعدي دائماً زمرة بدائية. 


مثال (2)_ 
الزمرة 
=C, XC,‏ رلا 
أو xy}‏ را Wall x,‏ 
تسمی الزمرة الرباعية» تمتلك AT‏ من نظام بدائي واحد حيث أن في حالة الزمرة 
57 


)23( )14( ,(24) (13) ,(34) (12) ,1 
أي واحد من الأنظمة 


هو نظام ۱ بدائي. 
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زمرة الترتيبات 


تمارين محلولة 
| )123456 ۱ 
. اکتب 3126 = كحاصل ضرب عدد من الترتیبات الثنائية. 
الممل: 
6 1]م 
431265( 
)3)(56 2 4 1(= 
)56( )14( )12( )13(= 
. لتکن TEA,‏ حيث ,۸ زمره متذبذبة من الارچةه حيث 123 فان + يمكن 


تمثيلها کحاصل ضرب دورات ثلاثیة أي دورات متکونة من 3 اعداد صحبحة 
A Gik) Ws)‏ 
الحل: 
من الفرض يكن تمثيل > كحاصل ضرب عدد زوجي من الدورات الثثائية مثلاً: 
روا ارناس ؟ 

t= (bd) o> 
و #1 رحافان:‎ a, ۶1 اذا كانت‎ 

(1b; (14; )(b;)‏ = (رطره) 
واذا كانت 1= ,8 أو 1= ,۵ تترك t‏ كما هي. لذا فان في كلا الحالتين نلاحظ أن 
> يمكن التعبير عنها كحاصل ضرب عدد زوجي من الدورات الثنائية بالشكل 
0 
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we 


عندما (li)‏ = (1:(0) حيث it j‏ وبوضع ازواج SQA)‏ ز ۶ 1 وترك 
الازواج التتابعة من الشکل ([11()1)(لان ضربهما يساوي CL‏ نلاحظ ان + يمكن 
التعبیر عنها بشكل حاصل ضرب دورات ثلاثية. 

الشکل آدناه هر مضلع منتظم موضوع على الستوی xy‏ . فإذا دورنا الشكل» 
بزاوية عکس دورات عقارب الساعة حول ا حور -2 العمود على الستوی XY‏ 
في اللقطة ۰0 نستحصل على 12 تدريرة فاذا كانت > هي تدويرة بزاوية قيمتها 
0 حیث 7 عدد رژوس الضلع (اي 6) فسیکون لدینا 6 تدویرات هي: 


دوش بت بل 


واذا افترضنا ان 8 هي انعکاس زاوية فیمتها 7 حول ا حور -]؛ اي أن 
P=]‏ لذا فان العملیات التي عددها 12 هي: 

Bi‏ نم 
حيث 0,....5- او 0,1=ز 
يمكن وبسهولة ملاحظة أن > والي تکافی 1= BY‏ 
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زمرة الترتيبات 
هذه الزمرة تسمى زمرة تناظر رتبتها 12 ویقال ها دایهدرال. 
4 برهن أن عدد صفوف الثرافق في ,8 يساوي عدد طرق تجزئة ۰۷ حبث #عدد 
صحیح مرجب. 
البرهان: 
لتكن n,m,‏ ,3 متتابعة من الأعداد الوجبة محيث بت >...ك ردك ره قثل تجبزئة 
f(n) of ×‏ يمكن امجادها حیث. 
1= ()۶ لأن 1-1 هي التجزئة الوحيدة للعدد 1. 
f(2)=2‏ لأن 2-2 و 2=1+1 
3-(3):لأن 3-3و 3-1+2 و 321+1+1. 
5= )4(£ لأن 4 -4و4-1+3 و 4=14142 و4=1+1+1+1 و4=2+2. 
وهكذا 5)=7(£ و 11-(۶)6 وهكذا. 
نستطيع القول of‏ الترتيبة ,628 تمتلك الترتيب الدوري [به...روظرره] إذا 
أمكن كتابتها كحاصل ضرب دورات منفصلة عن بعضها السبعض اطوالها 
Dols,‏ حیث ,82 ك... ك ولگ بھ - 


فمثلاً إذا كانت OES,‏ بحیٹ: 


123456789 
fron‏ 
)1)(23)(456)(7)(89(= 
فان » تمتلك الترکیسب الدوري (1,1,2,2,3] والذي يحقق العلاقة 
1+1+2+2+3-9. 
الان إذا برهنا ان أي ترتيبتين »و GO‏ ,8 تكون مترافقة |ذا وفقط إذا كان 
لكل منهما نفس التركيب الدوري فان ,5 تمتلك Fa)‏ من صفوف الترافق. 
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الفصل الخامس 
ولبرهان ذلك سنعطي الطريقة الحسابية المبسطة التالية: 

نفرض 25 مث ٩‏ تلقل زج 1 و ,068 js‏ 8جہز و jot‏ فان 0۱60 
تتقل sot‏ بمعنى آخر ساب ٩8‏ 6 نستبدل کل رمز في © بصورته تحت قعل 0. 

على سبيل الشال لحساب 0۱60 حيث (9-023()47و o=(567)(342)‏ 
لاح ظ أن 6 تقل: 5+ 5 و 6+-6 و 4ج7و1ج3 و7ج4و 3ج2 Oly‏ 
09 مكن الحصول عليها من ٩‏ باستبدال 5 ب5 و 6 ب6 و 7ب4 و 3ب1 و7 ب 
4 و 2 ب 3. أي أن (64(073ئ)-۵ء 97. 

من خلال الحسابات اعلاہ يصبح واضحاً أن الترتيبات تكون Bal fo‏ أذا كانت 
تمتلك نفس الترتيب الدوري. 

وبصورة عامة اذا كانت: 


لہ بی روک( و رتا (D1‏ ييه مويه ورة) دى 


(Bs 02 (...) Xan, )‏ یق .م8 )۲ 
فان: 
209 


a, a, بط رت مھ‎ by, X X2 | 
1 ر۵‎ A, On, رظ‎ B2 ۵ X X2 Xa, 
عليه فان الترتیبات (2()345()678)و (75()136()428) مترافقة باستخدام‎ 


ترتية الترائق 
12345678 
75136248 
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زمرة الترتيبات 


تمارين الفصل الخامس 
1. برهن أن ,8 تتولد من: 
010ج os (a-1),»)‏ ,)23 ,)12( 
02 عه ,له 23 820 
3. جد ممركز ومسوي × في ,8 حيث أن × هو: 
-x=(12) (34) .a‏ 
X=(234) ob‏ 
x=(1234) .c‏ 
4 أوجد الزمر الجزئية غير الدائرية في Ay‏ , ,5 , ,2 ثم وضح آياً منها متعدية. 
5. أوجد صفوف التکافژ في ,5 ,,5 Aas‏ ریھء 
6. أوجد الزمر الجزئية ,© Gays Guz,‏ عندما: 
-G=S, 4‏ 
.b‏ 6-5 
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6-1 مبرهنات سيلو 
تمارين محلوئة 
تمارين القصل السادس 


مبرهنات سیلو 


الفصل السادس 
مبرهنات سيلو 
Sylows Theorems‏ 
6-1 مبرهنات سیلو 
تعلمنا من الفصول السابقة أنه إذا كانت رتبة © هي ١‏ فان رتبة أي زمرة جزئية 
فيه تفسم 7 والعكس غير صحيح (مبرهنة لاكرانج). لقد قدم لنا العالم النروبجي سيلو 
حقيقة مهمة وهي: 
إذا كانت “م ,م عدد أولي؛ تقسم رتبة 6 فان 6 تحعوي على الأقل زمرة 
جزثية واحدة رتبتها “5. قبل الدخول في دراسة هله النتيجة والنتائج الأخری التي 
برهنها سيلو نورد حقيقة مهمة للعالم الرياضي (فيلنت) وبدون برهان ويمكن للمهتمين 
متابعة ذلك في امراجع۔ 
نتیجة فیلنت: إذا كانت G‏ زمرة رتبتها 1 و “م تقسم in‏ حيث م عدد أولي 
و" عدد صحبح موجب. فان 6 تمتلك 0د من الزمر الجزئية التى رتبة کل منها yp‏ 
حبث M‏ عدد صحيح موجب و(5100 ٥‏ . 
تعریف (6-1) 
لتکن 0 زمرة رتبتها on‏ نفرض أن '0 "م = ص حين م عدد موجب أولي 
CD p)=ly‏ فان أي زمرة جزئية في 6 رتبتها "ص نسمی زمرة سيلو من النمط 
۳ 
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الفصل السادس 
مثال (1) 
نفرض 6|=168|ء لذا فإن 7 ,3 ,2ء |6| لاحظ أن 1 (8,21) وان الزمرة 
الجزئية (علی الأقل واحدة) التي رتبتها 8= *2 تسمی زمرة سيلو من النمط -2. 


مبرهنة (6-2): (مبرهنة سيلو الأولى): 
إذا كانت “م هي أعلى قوة للعدد الأولي م تقسم رتبة 6 فإن 6 


تحتوي على BY‏ على زمرة جزئية واحدة رتبتها “م. 


مثال (2) 
بالعودة للمثال (1) حیث: 
7 - 168 - |0/ 
فان 6 تحتوي على الأقل على زمرة جزئية واحدة رتبتها *2 تسمى زصرة سيلو 
من النمط -2 وتحتوي على الأقل على زمرة جزئية واحدة رتبتها 3 تسمى زمرة 
سيلو من النمط -3 وآخیراً 6 تحتوي على زمرة جزئية واحدة رتبتها 7 سمی 
زمرة سيلو من الدمط -7. 
مثال (3) 
لتکن ,8= 6. با أن 2.3 =6 =|ر8| فان ,5 تحتوي على ثلاث زمر جزئية سن 
الرتبة 2 كل منها تسمى زمرة سيلو من النمط -2 هذه الزمر هي: 
)8.02 


1,13) ( 
,23)} 
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مبرهنات سیلو 
کذلك ,5 يحنوي على زمرة جزئية واحدة رتبتها 3 تسمى زمرة سيلو من النمط 
-3 ومي } (132) ,(1,)123). 
برهان (المبرهنة (6-2): 
حالة خاصة من نتيجة فیلنت. وهي تقابل اکبر قيمة ممكئة للأس ». 


مبرهنة (6-3): (مبرهنة سيلو الثانية). 


جميع الزمر السيلوفية الجزئية في 6 والتي تعود لنفس العسدد 
الأولى ص تكون مترافقة مع بعضها البعض داخل G‏ 


مثال (4) 
الزمر الجزئية السيلوفية [ (1,)23] ( (1,)13) ,((1,)12) في ,8 مترافقة مع 
بعضها وذلك لأن: 
a 2( = a 2) {1,23} (12)‏ [(11,23 )12( 
)2 }}12),(123({ = 
((1,03) = 


وهکذا بقية الزمر الجزئية الأخرى. 

مثال (5) 
لتاخذ G=A,‏ زمرة متذبذبة من الدرجة 4. 
ما کان: 22.3 |A,|=‏ 


فان A,‏ تحتوي على أربعة من الزمر السيلوفية من النمط -3 هي: 
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تحقق من صحة ذلك. 
جیع هله الزمر مترافقة مع بعضها البعض لأن: 
)4 23(= (4 02 )123( (124) 


تمرین 
تحقق صحة ذلك. 3 


وهكذا بقية الزمر السیلوفیة من النمط -3 مترافقة مع بعضها البعض. 
وقبل البده ببرهان المبرهنة الثانية لسيلو فإننا تحتاج الى ما يلي: 
تعریف(6-4) 
لتکن © زمرة منتھپة و 51 Ky‏ زمر جزئية في © ؛ فإن ا جموعة 11×1 تسمی 
اٹجموعة المشاركة الضاعفة ل 6 نسبة ال 13 و × حيث 
G)HxK = {hxk :h e H,k eK}‏ ع (x‏ 
مبرهنة (فرویتیوس): 
لتكن G‏ زمرة منتهية رتبتها ع ولتكن 1آ و× زمر جزئية في 6 رتبة 


كل منهما »وط على الصوالي؛لٰذا توجد عناصر مشل 
4 ۰ را .ہا في 6 بحيث پتحقق ما پلي: ‏ . 
G=Ht,K U Ht,K v....UHtK.‏ 
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میزهتات سيلو 
(أي أن 6 هر عبارة عن اتحاد ا جامیع الشا رکة المضاعفة والفصولة عن بعضها) 
ون عدد العناصر في Htk‏ هو ,0/4 حيث 


0 00 0 
وعلیه فان 
=0b "47 201000 8‏ 8 
j=]‏ 
البرهان: 
غير مطلوب ونتركه للدراسات المستقبلية. 
پرهان المبرهنة (6-3) 


كمسافي التعريف (6-1) نفر ض أن ”ع٣‏ =|6|حبث 1-(م,'8) وان H‏ 
و زمر جزئية رتبتها PP‏ بواسطة مبرهنة فروبينيوس أعلاه فإن: 
G=Ht, kUHt, KU...UHt,K‏ 


وقد ot SNA SMa‏ م هه کے 


5 امھ Hit‏ |= 7 
بقسمة )4( على “8 ستحصل على 
)6( وہک وه سورد ال عم نت ود ع rS‏ و is‏ و g =P"‏ 


لاحظ الان به هي رتبة الزمرة الجزئية 16؛ بمعنى آحرء هي قوة غير سالبة 
للعدد الأولي ۶. نستنتج من ذلك أن أي حد في الطرف الأیمن من العلاقة (6) إما 
يساوي 1 او قوة موجبة للعدد الأولي 7. لکن P‏ لیس قاسماً ل ”ع » فان على الأقل 
پوجد حد واحد في الطرف الأيمن من (6) يجب ان يساوي 1 ولیکن "۳۹۵ Ag‏ 
آخر ۴= ره وهذا سنحصل على : 


وا 
کہ pe =|tj" Ht,‏ 
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الفصل السادس 
وما أن رتبة کل من الزمر ا حزئیة 11 و کا هي ۴ في حالة كونهما متماثلین. 
لذا 
Ht;‏ اڑاے 1 
أي أن 11و × مترافقین. 


مبرهئة (6-5): 


لتكن 6 زمرة منتهية فان 6 تحتوي على زمرة سيلو وحيدة 1 
تقابل العدد الأولي ۶ إذا وفقط إذا 7 زمرة جزئية سوية في 6. 


البرهان: 
واضح وحدانية الزمرة الجزئية 1 لأنها تقابل العلاقة ۳-7 لكل ۰0 
وهلا يعني أن ۲ سوية في 6. 

مبرهتة (6-6): [مبرهنة سيلو الثالثة] 
لیکن ,۲ عدد زمر سيلو من الدمط -ط في © فإن: 


r, 21+ ۲‏ 
حيث ,۲ عدد صحیح موجب: وإن |6| | مد. أي أن ںہ تقسم 
رتبة 6. 
البرهان: 
بواسطة نئيجة فيللت ز نستنئج أن (م) ۰۲<1 ولكي نبرهن إن ما تقسم 2 (رتبة 
6. نفرض 


A= (p = PJs Pas ہہ‎ Pa 
A مھ" عليه وبواسطة مبرهنة )3 -6) فان‎ ص٥‎ 
مع م.‎ Al هي مجموعة جميع الزمر‎ 
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مبرهتات سيلو 
إذن ٨ (p)]‏ :۲]6 (برهن ذلك). 
حيث NO)‏ مسوي dp‏ ©. لذا إذا كانت ”= إ(م) 0ء فان مطح م 
وهذا يعني أن fn.‏ ( ئقسم ©). 
تعريف (6-7) 
يقال للزمرة © ہانھا زمرة بسيطة إذا لم تحتوي © على زمرة جزئية سوية عدا }1{ 
Gy‏ 
مثال )6( 
لا وجد زمرة بسيطة رتبتها 30 
نکن ۸0-90 
إذن 2.3.5-|0 
عليه فان © تحتوي على 6 زمر جزئية سيلوفية من النمط -5. 
إذن عدد العناصر في هذه الزمر ابلزئية هو: 
4 - 6×4 عنصر رتبة كل عنصر هي خسة (ملاحظة: العنصر ا حاید مشترك بین 
جیع هله الزمر الجزئية». 
Lal G‏ تحتوي على 10 زمر جزئية سيلوفية من النمط -3) أي ان 0 تحتوي على 
0- 10×2 عنصر رتبة کل منها 3. 
كذلك 6 حتوي على 15 زمرة جزئية سيلوفية من النمط -2. 
إذن © تحتوي 15 عنصر رنبة كل pais‏ 2. 
عليه فان مجموع العناصر في © يصبح: 
60 = 1+24+20+15 
وهذا تنافض لأن رتبة 6 هي 30. 
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الفصل السادس 
متال (7) 

لا توجد زمرة بسيطة رتیتها 200. 

ما كانت 0-200 of‏ 5*.8= |6| 

إذن 0 تحتوي على ty‏ من الزمر الجزئية السيلوفية من النمط -5 رتبة کل منها 

25 میٹ 1= )15,5( 

عليه فان 8| وهذا تناقض إلا إذا كانت 0= ). 

إذن تحتوي 6 على زمرة بسيطة واحدة رتبتها 25 وهذا يعني أن 0 ليست بسيطة. 
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مبرهنات سیلو 


تمارین محلولة 

1 لتکن 0-42 فان 6 زمرة بسيطة . 
البرهان : 
بواسطة مبرهنة سيلو الثالثة فان عدد زمر سيلو من التمط -7 هو 1+71- ,ع وأن 
cr, [42‏ اي .k=0 of‏ 

إذن G‏ تحتوى على زمرة سيلو من النمط -7 واحدة فقط نسميها 11 وهلا يعني 
Hal‏ سوية في 0. 
أوجد أحد الزمر الجزئية السيلوفيه من النمط -2 في ,5. کم عدد زمر سبلو سن 
النمط -2. 


3 


اثبرهان : 
الترئيبات (1234) = × و y=(24)‏ تولد زمرة رتبتها 8 وهي: 
})14)(23( ,(13()24) ,)34 (24(,)13(,)12) ,)1,1234),(1432{ 
هذه الزمرة هي زمرة سيلو من النمط -2 في ,5 ويمكن كتابتها بالشکل البسط 
الاتي: )1= (x,y:x* = y? = (xy)?‏ 
آنظر الفصل 2 پند 5. 
3. نفرض 8 زمرة رتبتها ۳*0 حیث م وه اعداد أولية و ۹ أصغر من م ولیست ‏ احد 
عوامل 1- م فان 0 أبيلية. 
البرهان: 
من مبرهنات سيلو توجد +1ء ,1 من زمر سيلو من النمط Oly p>‏ وا 
لذا la‏ وهذا يعني أن 0= .k‏ كذلك توجد lt gh‏ = من زمر سپلو من 
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الفصل السادس 


النمط -و rfp as‏ اي of‏ مإ ما عدا ۵-0 فان Legh‏ اما تساوي م أو 

”م وفي WS‏ حالتین 1- "م ٩=‏ وهذا مستبعد . 

لذا فان G=HxK‏ حيث م =|۸| و۹ |۰6 لکن کل من 11 Ky‏ زمرة ابيلية. 

إذن 0 ابيلية. 

4 اوجد زمر سيلو من الدمط -2 و3 في الزمرة 5 مستخدماً طريقة مبرهنة )6-6( 

البرهان؛ 

من مبرهنة (6-6) 

R, 2۱+ ۷‏ حیث م ثقسم رنبة ,8 وأن K<0‏ › ۶6۰2 

٭. عندما ۴-0 فان 1= یہ وواحد يُقسم 6. إذاً توجد على الأقل زمرة سيلو 
واحدة من النمط -2 في 8. 

.6 واضح أن 3 ثقسم‎ cy =3 أن‎ pag 21+ 2.1 عندما 1-1 فان‎ ob 
إذاً توجد 3 زمر سيلو من اللمط -2 في ,8۔‎ 
لبرمان أنه لا توجد أكثر من 3 نستمر بالطريقة ونحصل على تناقض.‎ 

٥‏ عندما ۲-2 قإن 1+2.2= ۾ أي أن 5= وواضح من ذلك أن 5 لا 
pal‏ 6 وبالاستمرار بنفس الأسلوب ستحصل على , لا ثقسم على ,5 
لكل 1<2. 


آوجد زمر سيلو من اللمط -3 في ,5 
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مبرهنات سیلو 


تمارین الفصل السادس 
5. برهن أن Ay‏ تحتوي على زمرة سيلوفية واحدة رتبتها 27 وكذلك تحتوي على 
أربعة زمر سيلوفية من النمط -3. 
6. كم عدد الزمر السيلوفية من النمط -2 في ,5. اوجد واحدة منها. 
7. برهن أنه لا توجد زمرة بسيطة رتبتها 56. 
8. اعطي مثالاً على زمرة رتبتها 24 لا تحتوي بداخلها على زمرة سوية رتبتها 8. 
9. أوجد الزمر السيلوفية من النمط -2 و3 في الزمر و8 و,8. 
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اتصطلحات العلمية 


الصطلحات العلمية 


زمرة ابيلية Abelian group‏ 
زمرة متذبلبة Altemating group‏ 
تجميمي Asspcoatove‏ 
تشاکل تقابلي ذاتي Automorphism‏ 
مرکز Centre‏ 
مرکز Centralizer‏ 
یز Characterostic‏ 
ابدالية Commutative‏ 
تطابق Congruence‏ 
مرافق Conjugate‏ 
صفوف الترافق Conjugacy classes‏ 
نتيجة Corollary‏ 
. مجموعة مشاركة Coset‏ 
دورة Cycle‏ 
زمرة دورية Cyclic group‏ 
انغلاق Closure‏ 
درجة Degree‏ 
ضرب مباشر Direct product‏ 
قاسم Divisor‏ 
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Devived group 
Equivalence classes 
Equivalence velation 
Even 

Finite 

Field 

Generators 

Group 

Group of residues 
Homomorphism 
Identity 

Index 

Infinite 
Isomorphism 
Inverse 
Imprimitive 
Image 

kernel 

Maximal subgroup 
Normal! 
Normalizer 
Permutation 


Prime 


الصطلحات العلمية 


Primitive بدائي‎ 
Quotient group زمرة القسمة (كسرية)‎ 
Residue classes صفوف البواقي‎ 
Stabilizer مثبت‎ 
Simple group زمرة بسيطة‎ 
Subgroup زمرة جزئیة‎ 
Symmetric group زمرة تناظر‎ 
Soluble Dole 
Transposion ge ترتیب‎ 
Transitive group الزمرة التعدية‎ 
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سس ب سسسب سس سس سس سس وی عن الؤلف 


د. علي حسن الجاسم التميمسي 
ولد عام 1945 في قرية العواشق المقدادية - العراق. 
حاصل على شهادة الثانوية عام 1963. من ثانوية المقدادية للبنين. 
حاصل على شهادة البكالوريوس عام 1967 من جامعة بغداد - كلية العلوم. 
عمل مدرساً ومعاون مدير عام تربية ديالي 
حاصل على شهادة الماجستير - جبر حديث من جامعة برمنکھام - بريطانيا عام 
5 وشهادة الدكتوراه من جامعة برمنکهام عام 1978. 
عمل في الجامعات السليمائية اربيل في العراق» جامعة وهران - الجزائر؛ المعهد 
العالي للمدرسين - غريان -- ليبياء جامعة الحديدة - الیمن؛ جامعة صنعاء اليمن 
— الجامعة الستنصرية - العراق. 
أمين سر جمعية الفيزيايون والرياضياتيون بغداد. 
أمين صندوق مجلة علوم المستنصرية. 
رئيس اللجنة الوطنية للرياضيات في العراق. 
تبوء مراكز إدارية عديدة في الجامعات العراقية. 
آلف عديد من الكتب العلمية في حقل الرياضيات. 
له بحوث كثيرة في حقل الرياضيات - جبر حديث. 
مشرف على طلبة ماجستير ودکتوراه عديدون. 
عمل في جميع الفعاليات الخاصة بعلم الرياضيات داخل وخارج العراق. 
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